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“ 接 天 莲 叶 无 穷 采 , 映 日 荷花 别 样 红 . ”今天 ,我 国 的 教育 正 处 在 一 
个 大 发 展 的 思 新 时 期 ,而 高 等 教育 即将 路人“ 大众 化 ”的 阶段 , 茵 蓬勃 
勃 ,生机 无 限 . 在 高 等 教育 中 ,研究 生 教育 的 发 展 尤为 迅速 . 在 盛夏 已 
临 , 面 对 池塘 中 亭亭玉立 的 荷花 , 风 来 舞 举 的 莲 叶 ,我 深 深 感到 ,我国 
研究 生 教育 就 似 夏季 映 日 的 红 莲 , 别 样 多 姿 . 

党 的 十 六 大 报告 以 空前 的 力度 强调 了 “科教 兴国 ”的 发 展 战略 , 强 
调 了 教育 的 重大 作用 ,强调 了 教育 的 基础 性 全 局 性 .先导 性 ,强调 了 
在 社会 主义 建设 中 教育 的 优先 发 展 的 战略 地 位 . 从 报告 中 ,我 们 可 以 
清楚 看 到 ,对 高 等 教育 而 言 ,不 仅 赋予 了 重大 的 历史 任务 ,而 且 更 明确 
提出 了 要 培养 一 大 批 拔尖 创新 人 才 . 不 言 而 喻 ,培养 一 大 批 拔 尖 创 新 
人 才 的 历史 任务 主要 落 在 研究 生 教 育 肩 上 “百年大计 ,教育 为 本 ; 国 
家 兴亡 ,人 才 为 基 . ”国家 之 间 的 激烈 竞争 ,在 今天 ,归根 结 底 ,最 关键 
的 就 是 高 级 专门 人 才 ,特别 是 拨 尖 创新 人 才 的 竞争 . 由 此 观 之 ,研究 生 
教育 的 任务 可 谓 重 矣 ! 重 如 泰山 ! 

前 事 不 忘 ,后 事 之 师 . 历史 经 验 已 一 而 再 、 再 而 三 地 证 明 : 一 个 国 
家 的 富强 ,一 个 民族 的 繁荣 ,最 根本 的 是 要 依靠 自己 ,要 以 “自力 更 生 ” 
为 主 .《 国 际 歌 》 讲 得 十 分 深刻 ,世界 上 从 来 就 没有 什么 救世 主 ,只 有 依 
靠 自己 救 自 己 . 寄 希 望 于 别人 ,期 美好 于 外 力 , 只 能 是 一 种 幼稚 的 幻 
想 . 内 因 是 发 展 的 决定 性 的 因素 . 当然 ,我 们 决 不 应 该 也 决 不 可 能 采取 
“闭关 锁国 ”, 自 我 封闭 ,固步自封 的 方式 来 谋求 发 展 , 重 犯 历史 错误 . 
外 因 始 终 是 发 展 的 必要 条 件 . 正 因 为 如 此 ,我 们 清醒 看 到 了 ,“ 自 助 者 
人 助 ”, 只 有 “自信 ,自尊 、 自 主 、 自 强 ”, 只 有 独立 自主 ,自强 不 息 , 走 以 
“自力 更 生 ” 为 主 的 发 展 道路 , 才 有 可 能 在 向 世界 开放 中 ,争取 到 更 多 
的 朋友 ,争取 到 更 多 的 支持 ,充分 利用 好 外 部 的 各 种 有 利 条 件 , 来 扎 扎 
实 实地 而 又 尽 可 能 快 地 发 展 自己 . 这 一 切 的 关键 就 在 于 ,我 们 要 有 数 
量 与 质量 足够 的 高 级 专门 人 才 , 特 别 是 拔尖 创新 人 才 . 何况 ,在 科技 高 
速 发 展 与 高 度 发 达 , 而 知识 经 济 已 初 见 端倪 的 今天 ,更 加 如 此 . 人 才 ， 
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高 级 专门 人 才 , 拔 尖 创 新 人 才 , 是 我 们 一 切 事业 发 展 的 基础 . 基础 不 
牢 , 地 动 山 摇 ; 基 础 坚 牢 , 大 厦 凌 霄 ;基础 不 固 , 木 凋 树 村 ;基础 深 固 , 硕 
茂 瓯 绿 ! 

“ 工 欲 善 其 事 , 必 先 利 其 器 . ”自古 凡事 皆 然 ,教育 也 不 例外 . 教学 
用 书 是 “传道 授 业 解 惑 ”培育 人 才 的 基本 条 件 之 一 .“ 巧 妇 难 为 无 米 之 
炊 ” 特别 是 在 今天 ,学 科 的 交叉 及 其 发 展 越 来 越 多 及 越 快 ,人 才 的 知 
识 基础 及 其 要 求 越 来 越 广 及 越 高 ,因此 ,我 一 贯 赞 成 与 支持 出 版 “研究 
生 教 学 用 书 ”, 供 研究 生 自己 主动 地 选用 . 早 在 1990 年 ,本 套用 书 中 的 
第 一 本 即 《机 械 工程 测试 。 信 息 。 信 号 分 析 》 出 版 时 ,我 就 为 此 书写 了 
个 “ 代 序 ”, 其 中 提出 ;一 个 研究 生 应 该 博览 群 书 , 博 采 百 家 ,思路 开阔 ， 
有 所 创见 . 但 这 不 等 于 他 在 一 切 方面 均 能 如 此 ,有 所 不 为 才能 有 所 为 . 
如 果 一 个 研究 生 的 主要 兴趣 与 工作 不 在 某 一 特定 方面 ,他 也 可 选择 一 
本 有 关 这 一 特定 方面 的 书 作 为 了 解 与 学 习 这 方面 知识 的 参考 ;如 果 一 
个 研究 生 的 主要 兴趣 与 工作 在 这 一 特定 方面 ,他 更 应 选择 一 本 有 关 的 
书 作为 主要 的 学 习 用 书 , 寻 更 主要 学 习 线索 ,并 缘 此 展开 ,博览 群 书 . 
这 就 是 我 赞成 要 为 研究 生 编写 系列 的 “研究 生 教学 用 书 ” 的 原因 . 今 
天 ,我 仍然 如 此 来 看 . 

还 应 提 及 一 点 ,在 教育 界 有 人 讲 , 要 教学 生 “ 做 中 学 ”, 这 有 道理 ; 
但 须 补充 一 句 , “学 中 做 ”. 既 要 在 实践 中 学 习 , 又 要 在 学 习 中 实践 ,学 
习 与 实践 紧密 结合 , 方 为 全 面 ;重要 的 是 ,结合 的 关键 在 于 引导 学 生 思 
考 ,学 生 积极 主动 思考 . 当然 ,学 生 的 层次 不 同 ,结合 的 方式 与 程度 就 
应 不 同 ,思考 的 深度 也 应 不 同 . 对 研究 生 特别 是 对 博士 研究 生 ,就 必须 
是 而 且 也 应 该 是 “ 研 中 学 ,学 中 研 ”, 在 研究 这 一 实践 中 ,开动 脑筋 , 努 
力学 习 , 在 学 习 这 一 过 程 中 ,开动 脑筋 ,努力 研究 ;甚至 可 以 讲 , 研 与 学 
通过 思考 就 是 一 回 事 情 了 . 正 因 为 如 此 ,“ 研 究 生 教学 用 书 ” 就 大 有 英 
雄 用 武之 地 , 供 学 习 之 用 , 供 研究 之 用 , 供 思考 之 用 . 

在 此 ,还 应 进一步 讲 明 一 点 . 作为 一 个 研究 生 , 来 读 “ 研 究 生 教学 
用 书 ” 中 的 某 书 或 其 他 有 关 的 书 ,有 的 书 要 精读 ,有 的 书 可 泛 读 . 记 住 
了 书 上 的 知识 ,明白 了 书 上 的 知识 ,当然 重要 ;如 果 能 照 着 用 ,当然 更 
重要 . 因为 知识 是 基础 .有 知识 不 一 定 有 力量 ,没有 知识 就 一 定 没有 力 
量 , 千 万 千 万 不 要 轻视 知识 . 对 研究 生 特别 是 博士 研究 生 而 言 , 最 为 重 
要 的 还 不 是 知识 本 身 这 个 形 而 下 ,而 是 以 知识 作为 基础 ,努力 通过 某 
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种 实践 ,同时 深入 独立 思考 而 体悟 到 的 形 而 上 , 即 《老子 》 所 讲 的 不 可 
道 的 “ 常 道 , 即 思维 能 力 的 提高 , 即 精神 境界 的 升华 《周易 ， 系 辞 } 讲 
了 :“ 形 而 上 谓 之 道 , 形 而 下 谓 之 器 . ?我 们 的 研究 生 要 有 器 ,要 有 具体 
的 知识 ,要 读书 ,这 是 基础 ;但 更 要 有 “ 道 ”, 更 要 一 般 , 要 体悟 出 的 形 而 
上 .《 庄 子 ， 天 道 ) 讲 得 多 么 好 :“ 书 不 过 语 . 语 之 所 贵 者 意 也 , 意 有 所 
随 . 意 之 所 随 者 ,不 可 以 言传 也 . ”这 个 “ 意 ”, 就 是 孔子 所 讲 的 “一 以 贯 
之 ”的 “一 ”, 就 是 “ 道 ”, 就 是 形 而 上 . 它 比 语 、 比 书 , 重 要 多 了 . 要 能 体悟 
出 形 而 上 , 一 定 要 有 足够 数量 的 知识 作为 必 不 可 缺 的 基础 ,一 定 要 在 
读书 去 获得 知识 时 ,整体 地 读 ,重点 地 读 ,反复 地 读 ; 整 体 地 想 , 重 点 地 
想 ,反复 地 想 . 如 同 韩 愈 在 4 进 学 解 } 中 所 讲 的 那样 ,能 “ 提 其 要 ”,“ 钩 其 
玄 ”, 以 达到 南宋 张 孝 祥 所 讲 的 “ 修 然 心 会 , 妙 处 难 与 君 说 ”的 体悟 ,化 
知识 为 已 之 素质 ,为 “活水 源头 ”. 这 样 ,就 可 驾驭 知 识 , 发 展 知识 ,创新 
知识 ,而 不 是 为 知识 所 驾驭 ,为 知识 所 奴役 ,成 为 计算 机 的 存储 装置 . 

这 套 “ 研 究 生 教学 用 书 ” 从 第 一 本 于 1990 年 问世 以 来 ,到 明年 ,就 
经 历 了 不 平凡 的 15 个 春秋 . 从 研究 生 教育 开始 以 来 ,我 校 历届 领导 都 
十 分 关心 研究 生 教育 ,高 度 重视 研究 生 教学 用 书 建设 ,亲自 抓 研究 生 
教学 用 书 建设 ;饮水 思源 , 实 难忘 怀 !“ 逝 者 如 斯 夫 , 不 舍 慎 夜 . ”截至 今 
天 ,“ 研 究 生 教学 用 书 ” 的 出 版 已 成 了 规模 , 莲 过 发 展 .目前 已 出 版 了 用 
书 69 种 ,有 的 书 发 行 了 数 万 册 , 有 22 种 分 别 获 得 了 国家 级 、 省 部 级 教 
材 奖 、 图 书 奖 , 有 数 种 已 为 教育 部 列 人 向 全 国 推荐 的 研究 生 教材 ,有 20 
种 一 印 再 印 , 久 销 不 衰 . 采用 此 书 的 一 些 兄 弟 院 校 教师 纷 纷 来 信 , 称 赞 
此 书 为 研究 生 培 养 与 学 科 建 设 做 出 了 贡献 . 我 们 深 深 感 激 这 些 鼓 励 ， 
“衷心 藏 之 , 何 日 忘 之 ?1” 没 有 读者 与 专家 的 关爱 ,就 没有 我 们 “研究 生 
教学 用 书 ” 的 发 展 . 

唐 代 大 文豪 李白 讲 得 十 分 正确 :“ 人 非 车 舜 , 谁 能 尽 善 ?” 我 始终 认 
为 , 金 无 足 赤 , 物 无 足 纯 , 人 无 完 人 , 文 无 完 文 , 书 无 完 书 .“ 完 ”全 了 ,就 
没有 发 展 了 ,也 就 “ 完 ” 蛋 了 . 江泽民 同志 在 党 的 十 六 大 报告 中 讲 得 多 
么 深刻 :“ 实 践 没有 止境 ,创新 也 没有 止境 . ”他 又 指出 ,坚持 “三 个 代 
表 ” 重 要 思想 的 关键 是 与 时 俱 进 . 这 套 “ 研 究 生 教学 用 书 ” 更 不 会 例外 . 
这 套 书 如 何 ? 某 本 书 如 何 ?这 样 的 或 那样 的 错误 .不 妥 、 朴 忽 或 不 足 , 必 
然 会 有 . 但 是 ,我们 又 必须 积极 及时、 认真 而 不 断 地 加 以 改进 ,与 时 俱 
进 ,奋发 前 进 .我 们 衷心 希望 与 真 倪 感谢 读者 与 专家 不 音 指教 ,及 时 批 
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评 . 当局 者 迷 , 兼 听 则 明 ;“ 吗 其 鸣 矣 , 求 其 友 声 . ”这 就 是 我 们 肺腑 之 
言 . 当然 ,在 这 里 ,还 应 该 深 深 感 谢 “ 研 究 生 教学 用 书 ” 的 作者 .审阅 者 、 
组 织 者 (华中 科技 大 学 研究 生 院 的 有 关 领 导 和 工作 人 员 ) 与 出 版 者 ( 华 
中 科技 大 学 出 版 社 的 编辑 、 校 对 及 其 全 体 同志 ); 深 深 感谢 对 “研究 生 
教学 用 书 ” 的 一 切 关心 者 与 支持 者 ,没有 他 们 ,就 决 不 会 有 今天 的 “ 研 
究 生 教学 用 书 ”. 

我 们 真 丽 祝 愿 , 在 我 们 举国 上 下 ,万众一心 ,在 “三 个 代表 ”重要 思 
想 的 指引 下 ,努力 全 面 建设 小 康 社会 ,加 速 推进 社会 主义 现代 化 ,为 实 
现 中 华 民 族 伟大 复兴 “芙蓉 国 里 尽 朝晖 "这 一 壮丽 事业 中 ,让 我 们 共 
同 努 力 ,为 培养 数 以 千 万 计 高 级 专门 人 才 、 特 别 是 一 大 批 拔 尖 创 新 人 
才 , 完 成 历史 赋予 研究 生 教育 的 重大 任务 而 做 出 应 有 的 贡献 . 

并 为 之 序 . 


中 国 科学 院 院 士 
华中 科技 大 学 学 术 委 员 会 主任 
杨 叔 子 
2003 年 7 月 于 喻 园 


再 


前 


本 书 作者 的 两 本 书 :《 实 变 函 数 ) 与 4 泛 函 分 析 》 分 别 于 1999 年 与 2001 年 在 
高 等 教育 出 版 社 出 版 . 使 用 这 两 本 书 作 为 教材 的 同行 所 传递 的 颇 为 乐观 的 信息 ， 
使 作者 明确 意识 到 , 像 实 变 函 数 与 泛 函 分 析 这 样 主要 提供 理论 训练 的 课程 ,仍然 
受到 大 学 生 ( 至 少 是 部 分 大 学 生 ) 的 欢迎 . 在 高 兴 之 余 , 不 免 思 量 : 是 将 已 酝酿 多 
年 的 一 部 拓扑 学 教材 贡献 给 读者 的 时 候 了 ,这样 就 将 终于 完成 预定 中 的 “三 部 
曲 ”. 我 始终 相信 , 正 是 “ 实 变 函 数 "“ 泛 函 分 析 ” 与 “拓扑 学 ?这 三 门 互 有 联系 的 课 
程 , 以 最 典范 的 方式 为 大 学 生 提 供 数 学 思维 与 数学 方法 的 训练 . 想 成 为 数学 家 的 
大 学 生 , 很 难 抗拒 这 些 优美 课程 的 诱惑 . 

早 在 20 世纪 80 年 代 初 ,在 拓扑 学 界 老 前 辈 方 嘉 琳 教授 的 建议 与 指点 下 学 习 
拓扑 学 之 时 ,本 人 就 与 拓扑 学 结 下 了 某 种 缘 份 . 可 惜 这 种 缘 份 不 深 , 终究 没 有 在 
该 领域 扎 下 根来 ,至 今 引 以 为 憾 . 我 的 研究 兴趣 与 思维 模式 更 偏向 于 分 析 方 面 ， 
始终 没有 形成 拓扑 学 所 需要 的 那 种 几何 风格 . 诚 如 大 多 数 拓 扑 学 著作 所 强调 的 ， 
拓扑 学 毕竟 是 一 个 几何 分 支 ! 我 意识 到 ,很 难 抑制 自己 从 分 析 背 景 出 发 去 讲述 拓 
扑 学 ;而 对 于 想 成 为 拓扑 学 家 的 读者 而 言 ,这 未 免 过 于 偏 狭 与 片面 . 但 对 于 仅 打 
算 从 拓扑 学 中 吸取 若干 有 价值 的 思想 并 熟悉 某 些 常用 结果 的 读者 (他 们 显然 占 
绝 大 多 数 ), 循 分 析 的 途径 走向 拓扑 学 也 许 是 更 可 取 的 . 在 现今 大 学 数学 课程 体 
系 中 ,分 析 方 面 的 课程 毕竟 占有 最 大 的 份量 . 由 此 说 来 ,对 于 本 书 所 用 方法 的 选 
择 , 似 乎 能 聊 以 自 宽 . 

今日 之 拓扑 学 已 如 此 庞大 ,一 个 初级 课程 无 疑 只 能 涉及 其 中 一 些 很 基本 的 
内 容 . 即使 对 基本 内 容 及 其 表述 形式 的 选择 , 亦 极 具 多 样 性 ,根本 无 法 与 其 他 作 
者 完全 求 同 . 这 就 有 必要 对 本 书 可 能 不 同 于 它 书 之 处 稍 作 说 明 . 首先 ,如 前 所 述 ， 
本 书 是 为 那些 只 希望 对 拓扑 学 的 主要 思想 与 基本 结果 有 所 了 解 的 人 写 的 ,因此 
它 不 涉及 任何 只 有 拓扑 学 家 才 感 兴趣 的 专门 课题 . 其 次 ,本 人 一 向 认为 ,无 论 学 
习 拓 扑 学 或 任何 其 他 数学 学 科 , 真 正 重 要 的 事情 是 领悟 支配 该 学 科 的 思想 脉络 . 
要 把 握 一 门 学 科 的 思想 脉络 ,研读 大 量具 体 材料 固然 是 一 条 可 靠 的 途径 ,但 即使 
通过 对 较 少 但 很 典型 的 材料 的 恰当 分 析 , 同 样 可 以 达到 目的 . 鉴于 此 ,本 书 并 不 
追求 材料 的 完备 与 论证 的 详尽 ,但 处 处 强调 隐藏 在 抽象 概念 与 命题 后 面 的 那些 
具有 实质 意义 的 思想 ,这 些 思想 多 半 植 根 于 很 初等 的 事实 中 ,因而 往往 极其 自然 
而 且 简 单 . 本 书 也 特别 强调 那些 在 处 理 抽象 结构 时 普遍 运用 的 概念 框架 与 理论 
模式 ,它们 对 于 所 有 理论 数学 学 科 都 有 借鉴 意义 ,因而 应 成 为 数学 理论 思维 训练 
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中 最 重要 的 一 项 内 容 . 

将 对 于 思想 性 的 强调 置 于 细节 处 理 及 技巧 训练 之 上 ,是 作者 在 拙 著 《 实 变 函 
数 ) 与 《4 泛 函 分 析 》 中 所 追求 的 ,至 今 并 无 悔 意 ,因而 自然 为 本 书 所 沿袭 . 如 果 作 为 
一 种 风格 能 为 读者 所 接受 ,我 将 备 感 欣慰 . 当然 ,任何 作法 有 其 利 时 必 有 其 葵 . 本 
书 在 不 惜 笔墨 前 述 概念 背景 及 支配 结论 的 思想 时 ,不 免 会 挤 去 一 些 逻 辑 证 明 的 
篇 幅 , 致 使 对 一 些 证 明 所 用 的 技巧 未 作 充分 的 解释 . 对 此 可 以 说 , 某 些 过 于 生僻 
的 技巧 本 来 就 不 必 太 了 予 重视 ;而 对 于 一 些 常 用 方法 , 则 只 有 通过 适当 练习 来 党 
握 . 本 书 有 意 配 备 了 较 多 的 习题 ( 共 300 道 ), 建 议 读者 务必 完成 其 中 一 部 分 . 书 
末 有 关于 习题 的 详细 提示 ,这 主要 是 为 采用 本 书 作为 教材 的 教师 提供 参考 . 读者 
在 解 题 时 倘 能 尽量 不 用 书 末 的 提示 , 必 能 收 到 更 好 的 效果 . 如 果 你 的 解法 与 书 末 
提示 并 不 一 致 而 又 无 可 挑剔 ,你 应 当 感 到 高 兴 . 实际 上 ,大 部 分 习题 是 容易 的 ,学 
得 较 好 的 学 生 无 需 任 何 提示 . 

从 作者 的 经 验 看 来 ,本 书 对 于 高 年 级 大 学 生 与 硕士 生 都 是 有 益 的 . 至 于 对 阅 
读 内 容 的 选择 , 则 应 依 各 人 的 具体 需要 而 定 . 若 将 本 书 用 作 教 材 , 则 对 内 容 有 几 
种 组 合 方式 可 供 考虑 . 第 1 章 通常 可 由 学 生 自 己 阅 读 . 若 选择 第 2 章 与 第 3 章 ( 适 
当 删 去 少数 内 容 ) 及 4. 1 节 , 则 需 50 学 时 左右 ; 若 加 上 第 4 章 余 下 的 内 容 , 则 需 60 
学 时 ; 讲 完全 部 内 容 , 约 需 72 学 时 . 对 于 个 别 内 容 的 增删 及 次 序 的 调整 ,使 用 本 
书 的 教师 是 最 权威 的 . 


作 者 
2005 年 7 月 于 武汉 


记号 与 约定 


4: 集 4 的 补 . 

4": 集 4 的 内 部 . 

4:, 集 4 的 闭 包 . 

4': 集 4 的 导 集 . 

141: 集 4 的 基数 . 

A /一 (4:46E oz 

eg 一 U(4:4E .wx)}. 

-2 " : 集 族 ev 中 集 的 有 限 交 之 全 体 . 
BCz): 以 工 为 心 以 r 为 半径 的 开 球 . 

互 (z): 以 z 为 心 以 > 为 半径 的 闭 球 ， 

C: 复数 集 . 
C(X,Y): 从 X 到 Y 的 连续 映射 之 全 体 ; C(X) = C(X,R). 
Coe(X):X 上 有 紧 支 集 的 连续 实 函 数 之 全 体 . 
c = 一 | 了 R| :连续 统 基数 . 

X: 集 4 的 特征 函数 . 

DCF): 映射 的 定义 域 . 

d(A,B): 集 4 与 B 之 间 的 距离 ; d(x,B) = d({zx}),B). 
diam 4: 集 4 的 直径 ， 

4 或 4x: 集 和 XX 的 对 角 线 . 

a4: 集 4 的 边界 ;3: 边界 算 子 . 

GrF; 映射 下 的 图 像 ， 

五 ,(X):X 的 p 阶 同调 群 . 

H?*(X):X 的 pp 阶 上 同调 群 . 

7 或 1x:X 上 的 单位 映射 . 

ImF; 映射 的 像 . 
i:ACX:A 到 XX 的 包含 映射 . 

J: 通常 记 [0,1j 或 任 一 区 间 . 

LCH==- 局 部 紧 Hausdorff 空间 . 
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N :自然 数 集 . 

-Ya: 点 工 的 邻 域 系 ; -Vs: 集 4 的 邻 域 系 . 
P,P,: 通常 记 投影 . 

m(X): 空间 X 的 基本 和 群 . 

Q: 有 理 数 集 ; Q":R" 中 的 有 理 点 集 . 

R :实数 集 ; R+ 二 [0,co). 

R(F); 映射 下 的 值 域 . 

S" :7 维 球面 . 

supp f: 函数 /的 支 集 ， 

r: 通常 记 拓 扑 ; rx:X 上 的 某 个 拓扑 . 
X,Y,Z: 通常 记 拓扑 空间 (或 度量 空间 .一 致 空间 )， 
X。: 空间 X 的 一 点 紧 化 . 

Z: 整 数 集 ;Z+: 非 负 整 数 集 . 

& 二 |N|; 无 限 可 数 基数 . 

2”: 集 X 的 子 集 之 全 体 . 

全 :定义 为 . 

三 : 恒 等 于 . 

兰 : 同 胚 或 同 构 ;一 : 岗 伦 等 价 . 
CC: 强 包含 . 

口 :证 完 . 


几 点 说 明 


1. 引证 1.1A 表示 第 1 章 第 1 节 中 A 段 ;1.1(1) 表 示 第 1 章 第 1 节 中 式 (1); 
定理 1. 1.1(ibD 表 示 定 理 1.1.1 之 (D 款 ;L1;p. 1 表示 参考 文献 L1] 中 第 1 页 . 余 类 
推 . 对 于 原文 中 的 “1. 1.1 定义 ”, 引 用 时 写作 “定义 1.1.1”; 定 理 \ 命 题 等 仿 此 . 

2. 指标 用 法 不致 误解 时 ,出 现 于 记号 2), [| ,; U, 阁下 的 指标 予以 省 


略 . 未 加 说 明 时 ,指标 ”为 自然 数 . 和 式 ”a 依 情况 可 写成 ， 

Za， Ze, ZJai， >)a 或 >)ar 
TX;, U 4; 等 仿 此 . U74; 总 可 看 作 U74 (只 需 令 4 = 个 >mD5nmn 4. 仿 此 . 
给 定 zE [] X; 与 5: D 一 []X;, 自动 认定 z= (zi),F 二 (F), 其 中 zx: € X,， 
F;: D 一 XX;. 特别 , 写 出 xz € R*, 总 意味 着 过 一 (Xxi) = (X,Y ,XTX,). 

3. 上 映射 下 :和 一 了 表示 从 和 到 了 的 映射 ; 8 …,y) 表示 映射 + 一 p(x,y)， 
其 中 .代替 自 变 量 z. (已 ) 表示 已 GE 7) 的 对 角 线 映射 ，[]F; 表示 F'; 的 积 映射 . 

4. 极 限 lim zx, 记 lim zslim z 记 网 (zi) 的 极限 , lim ze 记 二 重 网 {zs} 的 
极限 . 注 记 一 致 收敛 . 

5. 不 等 式 4 过 BeVYaE4YpEB:a 委 54<B,4 挟 8 等 仿 此 .FFC4) 
ffBOVaE A,YVbE Bfla) Rf);1(A) < 1(B), 14) 和 68 等 仿 此 . 
f(A)= POVaE€ A:.fla)= fp. 

”6. 常数 ” 当 记 号 const 出 现在 式 子 中 时 , 它 表 示 某 个 常数 ,其 具体 数值 难以 
确定 或 不 必 有 明确 写 出 . 

7. 术语 有 限 稠 集 指 其 元 素 有 限 的 稠 集 ;可 数 稠 集 、 有 限 覆 盖 、 可 数 和 覆盖、 可 
数 拓扑 基 、 无 限 拓扑 基 等 仿 此 . 开 覆 盖 指 由 开 集 作 成 的 覆盖 ; 闭 覆 盖 、 紧 覆盖 、 开 
邻 域 . 闭 邻 域 、 紧 邻 域 . 闭 邻 域 基 、 紧 邻 域 基 、 连 通 邻 域 基 等 仿 此 . 

8. 其 他 约定 a V5= max{fa,b},a 人 5 二 min{a;b6}). 车, 才 CC2X, 则 
A HBOYVBEBIAELAACBYA KBOYVYAEHAIBE HBAC 
BY = OO >x* = 0O, [| . = X. 

9. 习题 所 有 证 明 题 均 只 陈述 要 证 结论 ,而 省 去 “求证 ”之 类 的 词 ; 对 习题 中 
出 现 的 记号 X,Y ,rt 等 一 般 不 作 和 解释 ,其 意义 顺 题 意 作 自然 理解 . 


第 1 章 绪 论 《1) 
1.2 序 结构 eos (11) 
第 2 音 ”拓扑 空间 ese 《28) 
2.1 拓扑 结构 pp (28) 
2.3 拓扑 的 物 成 en (51) 
第 3 章 分 离 性 。 紧 性 与 连通 性 ， (83) 
第 4 章 度 二 空间 致 空间 … (133) 
4. 2 _ 到 空间 oes er ete oer oe oe (150) 
4.3 函数 空间 . 《166) 
5.2 同调 群 pp (187) 
习题 (202) 


第 1 章 绪 论 


顾名思义 ,绪论 是 为 主体 内 容 作 准备 的 ,这 就 决定 了 本 章 的 取材 .不 过 ,还 需 
作 点 进一步 的 说 明 . 从 逻辑 上 看 ,拓扑 学 属于 现代 数学 中 最 基本 的 部 分 , 它 所 用 
到 的 预备 知识 似乎 不 多 . 但 还 是 需要 某 些 必 不 可 少 的 基本 知识 . 首先 ,拓扑 结构 
就 其 本 性 而 言 是 某 种 公理 系统 ,因而 不 可 避免 地 要 直接 运用 集 论 的 概念 .语言 与 
方法 . 这 个 序章 之 设 , 首 先 就 在 于 概述 有 关 集 论 的 基本 知识 , 我 们 将 仅 限于 介绍 
本 书 所 必需 的 那 部 分 内 容 ,而 不 触及 较 深入 的 集 论 问题 ,如 序数 理论 等 . 其 次 ,本 
章 要 就 构建 抽象 数学 结构 的 一 般 方 法 作 一 简要 说 明 , 拓扑 空间 无 疑 是 一 种 典型 
的 抽象 数学 结构 ,在 进入 它 之 前 ,对 于 其 构建 思路 预先 有 一 初步 印象 是 有 益 的 . 
而 且 ,这些 知识 似乎 也 应 成 为 你 的 一 般 数 学 素养 的 一 部 分 . 序 结构 与 代数 系统 并 
非 本 书 的 对 象 ,但 为 处 理 拓扑 问题 所 必需 ,自然 应 作 最 低 限 度 的 介绍 . 

本 章 涉及 的 概念 与 术语 很 多 ,而 实质 性 的 结论 则 偏 少 ,大 概 不 会 很 有 吸引 
力 . 急于 进入 正题 的 读者 ,未 必 有 了 耐心 细 读 它 , 况且 ,本 章 中 大 概 有 不 少 内 容 是 你 
所 熟知 的 . 如 果 是 这 样 ,你 完全 可 以 跳 过 本 章 而 直接 进入 其 后 各 章 的 学 习 , 直 至 
你 感到 必需 查询 某 个 概念 或 记号 时 ,再 回 过 头 来 参阅 本 章 的 有 关 部 分 ， 


1.1 集 与 映射 


在 现代 数学 中 , 集 与 映射 概念 已 通行 到 这 样 的 程度 ,有 关 的 知识 是 学 习 几 乎 
所 有 数学 课程 的 必 备 常识 ;对 于 直接 建立 在 集 论 基础 上 的 拓扑 学 , 则 尤其 如 此 . 
本 节 的 内 容 是 标准 的 ,其 表述 方式 则 考虑 到 本 书 的 特殊 和 需要. 

A. 集 及 其 运算 

集 ( 或 称 集合 ) 的 直观 意义 似乎 极其 浅显 ,但 未 必 有 很 多 人 知道 , 集 是 难以 严 
格 定义 的 基本 数学 概念 之 一 . 本 书 只 能 满足 于 一 个 朴素 的 描述 :具有 一 定性 质 的 
对 象 之 全 体 构成 集 ,其 中 的 对 象 就 称 为 该 集 的 元 (或 元 素 ). 通常 以 大 写字 母 4， 
B ,X,Y 等 表示 和 集 ,以 小 写字 母 <,6,z,y 等 表示 集 的 元 . 车 a 是 集 4 的 元 , 则 说 a 
属于 4, 记 作 a € 4, 而 以 < 二 4 表示 4 不 属于 4. 不 含 任何 元 的 集 称 为 空 集 , 记 
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作 纪 . 仅 含 一 个 元 a 的 集 称 为 单元 素 集 或 单 点 集 ?, 记 作 {a}. 注意 , {e} 天 al 约 
定 以 专用 字母 表示 一 些 最 常用 的 集 ,如 字母 N,Z,Q,R,C 分 别 记 自 然 数 集 、 整 数 
集 、 有 理 数 集 、 实 数 集 与 复数 集 . 表示 较 简单 的 集 可 用 枚 举 法 ,例如 ,自然 数 集 就 
是 N = {1,2,…,n,…). 更 一 般 的 方法 是 ,将 一 个 集 4 表 为 ; 
A={zxzx:xE€X 有 8z 满 足 P} 
或 . 
A 二 {zxEX:zx 满 足 P}， (1) 
这 意味 着 4 由 总 中 满足 已 的 元 组 成 ,其 中 和 是 给 定 的 集 , P 是 某 个 命题 或 条 
件 . 例如 , 实 区 间 A = fa, 外 可 表 为 : 
A={r:xE€EREAEa<zrEL)} 
或 
A= {rE€ER:a 和 ro). 

值得 注意 的 是 ,在 表达 式 (1) 中 集 4 与 命题 P 完全 相互 确定 . 由 此 可 见 , 集 论 问 
题 (如 xz € 4 ) 与 逻辑 问题 (如 zz 满足 P ) 可 以 互相 转化 . 无 论 在 理论 上 与 实际 处 
理 方法 上 ,这 都 是 意义 重大 的 基本 事实 . 

车 集 4 的 元 都 是 集 B 的 元 , 则 说 4 含 于 B 或 8B 包含 A4, 记 作 ACB 或 B 刁 
4, 且 称 4 为 B 的 子 集 ; 用 4 姑 B 表 示 4 不 含 于 B. 约定 空 集 是 任何 集 的 子 集 . 
车 A4CB 且 BC 4, 则 说 集 4 与 B 相 等 ,写作 4 二 B. 若 4CCB# 了 4, 则 称 4 
为 B 的 真子 集 ,或 说 B 真 包含 4. 4 的 子 集 之 全 体 记 作 24, 称 它 为 4 的 器 集 . 注 
意 4,OE 24, 因此 29 关 3! 车 4 含 4 个 元 , 则 易 见 4 恰 有 2 个子 集 ,这 一 事 
实 启示 出 24 这 一 记号 . 

同时 运用 多 个 集 时 不 免 要 用 到 集 族 概念 . 本 书 在 两 种 意义 上 使 用 和 集 族 一 词 ， 
其 一 是 指 某 个 宕 集 2” 的 子 集 ,这 种 意义 的 集 族 将 在 1. 1D 中 详细 讨论 ;其 二 是 指 
带 指标 的 一 组 集 ,如 {A; : i € 了} 人 @, 其 中 了 是 一 非 空 集 , 称 为 指标 集 ,对 每 个 i € 
I,A; 是 给 定 的 集 ,不 必 互 异 . 当 了 自明 或 不 必 明 确 提 到 时 ,就 将 {4A;: i E€ 了 ) 简写 
作 {4,). 今后 指标 集 无 论 写 出 与 否 ,都 假定 其 非 空 . 以 上 两 种 集 族 在 概念 上 并 不 
相同 ,但 在 实际 运用 时 并 不 严格 区 别 ,通常 不 致 引起 混乱 . 形 如 {4, :nn € N} 的 
集 族 称 为 集 列 ,通常 简写 作 {4,}. 车 4,CC 4sti( 或 4, 必 4,+1),n 二 1,2,…, 则 
称 {4,}) 为 升 列 ( 或 降 列 ). 

在 某 一 问题 的 讨论 中 ,通常 用 某 个 “最 大 ”的 集 羡 包含 所 涉及 的 其 他 集 ,此 


@@ 一 集 的 元 也 称 为 点 ,将 这 一 名 称 用 于 拓扑 空间 或 其 他 抽象 空间 中 的 元 ,有 某 种 激发 直观 想象 的 
作用 . 但 从 逻辑 上 说 ,点 "并 不 具有 任何 更 进一步 的 含义 . 

@@ 给 定 一 族 元 素 tz : i € 1) ,zi;€ XX, 实质 上 意味 着 给 定 一 映射 1 一 针 ,i 一 zi, 这 在 概念 上 当然 与 
给 定 集 4 = 《zi) 有 别 . 不 过 ,在 不 致 混 涌 时 ,通常 并 不 强调 如 上 的 族 {zi) 与 集 的 区 别 , 且 同样 使 用 {zx;} 忆 
X 这 一 类 集 记号 . 
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时 称 X 为 全 集 . 全 集 概念 是 相对 的 , 它 随 论题 改变 而 变化 ;但 注意 到 上 下 文 , 何 
为 全 集 通常 总 是 清楚 的 ,因而 无 需 处 处 点 明 . 下 面 假 定 所 涉及 的 集 都 含 于 某 个 全 
集 X. 车 4C 己 XX, 则 称 
AA{rEX:rEA} 
为 4 在 和 中 的 补 集 , 当 和 自明 时 就 简称 4 为 4 的 补 集 . 补 集 在 集 论 中 的 作用 ， 
恰 如 否 命 题 在 逻辑 中 的 作用 . 
用 给 定 的 集 构成 新 集 的 主要 方法 是 集运 算 . 基本 的 集运 算 定义 于 下 . 
1.1.1 定 义 给 定 一 族 集 {A;:iE€7), 令 
UA= (rz:zr€ AGiED), 
DMA.= {zr:r€ AiED), 
二 者 分 别称 为 集 4G € 7 了 ) 的 并 与 交 . 
并 、 交 及 前 面 定义 的 补 , 合 称 为 关于 集 的 Boole 运算 . 
为 书写 简便 , 常 将 1.1. 1 中 定义 的 并 简写 作 U,4; 或 U4;: 若 7 = N 则 
U 4, 也 写作 UYA; 或 UY%14;; 若 了 = {1,2,…,n}, 则 记 
UA4;= A.U A:U U4,. 
交 的 记号 仿 此 . 这 样 ,并 4 U B 与 交 A 门 B 的 定义 已 自然 包含 于 定义 1.1.1. 若 
4 门 B 一 3, 则 说 集 4 与 B 互 不 相交 . 若 集 族 {4;} 中 任意 两 个 集 4, 与 4;G 天 
7) 互 不 相交 , 则 称 U 4; 为 不 交 并 . 
利用 交 、 并 与 补 , 可 定义 两 种 新 运算 (当然 实质 上 并 不 是 新 的 ): 
A\B= ANB:, AAB= (4A\B) U CBN4)， (2) 
A\B 称 为 4 减 去 B 的 差 集 ; 4AB 称 为 4 与 B 的 对 称 差 . 
在 集 论 及 其 应 用 (如 拓扑 学 ) 中 , 常 要 大 量 运 用 集运 算 . 掌握 集运 算 的 规则 是 
重要 的 . 设 A,B,A; CX(E€ 7), 关 于 集运 算 的 主要 公式 汇集 于 下 : 
(UU 4)‘= 站 4;:， (由 4) =U 41;; (对 偶 律 ) (3) 


ANCGU A)=U (4 4)， 
( ) 4 
{4 (NN 4;) 一 门 (A U A); 分 配 律 ‘4 
ANMB=ACACBOAUB=B; (5) 
A“=A, AUA:=X, ANMA4°:= 0. (6) 


对 偶 律 的 意义 在 于 :通过 取 补 ,可 实现 并 与 交 的 互相 转化 . 你 将 看 到 ,这 一 事实 在 
拓扑 学 中 意义 甚大 , 
集 4 的 特征 函数 X 定义 为 
1， 并 € A; 
w= ea (7) 


这 个 函数 简单 得 似乎 无 足 轻 重 , 但 实际 上 价值 其 大 ,其 理由 在 于 : 集 4 与 其 特征 
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函数 Xx 相互 唯一 确定 . 原则 上 ,关于 集 的 等 式 或 包含 式 总 可 转化 为 关于 特征 函 
数 的 适当 关系 式 . 例如 ， 
A=OSOX,=0, A=XOX,=1; 
ACBOX EN, A=BOX =X,; 
A=U A X, = max Xs; 
X= 1 Xe, X= [x — xX,|. 
以 上 考虑 的 集运 算 有 一 共同 点 :参与 运算 的 集 及 运算 的 结果 ,都 是 同一 全 集 
X 的 子 集 . 下面 定义 的 “ 积 运算 ? 却 与 此 不 同 . 
1.1.2 定 义 给 定 集 X,,X，…,X,(C 之 1), 一 切 有 序 元 素 组 
T= (Zi Za ,Ta) (EX iRn) 
构成 一 集 XX, 称 它 为 X:(1 委 : 委 2) 的 积 集 或 直 积 , 记 作 


X= [|]X; 或 X= 和 XXX … XX,, 
i=1 


即 
IIx. 一 {X19 Ta ,Tn) : XT: EX 委 和 n)}. (8) 
车 X= 二 了 (1 过 i 志 nn), 则 将 [|[ X 写 作 产 ", 称 它 为 Y 的 n 重 积 . 
关于 积 集 的 简单 且 熟 悉 的 例子 是 : 


[a,6] Xx [ced] = (zy € Ri :ar yd)}; (矩形 ) 
R" = {Czxisr2 nT) :XE RO Cin)}; (nFEuclid 空间 ) 
Q” = {res ) :rE QiCn)). (Qn 维 有 理 点 集 ) 
类 比 于 以 上 例子 ,一 般 地 ,将 积 集 和 XY 想象 为 以 了 与 Y 为 边 的 矩形 ,而 将 
I]'X; 想象 为 以 Xi(1 委 ;所 m) 为 边 的 = 维 方 体 . 若菜 个 X; = 个, 则 自然 有 
[I X= . 
积 集 概念 亦 可 与 定义 1.1. 1 意义 下 的 集运 算 结合 起 来 考虑 ,并 建立 某 些 运 
算 规 则 . 例如 ,容易 验证 如 下 分 配 律 : 
A XUB.=UA X Bi). 
不 过 ,无 需 去 系统 展开 这 类 公式 ,在 确 有 需要 时 ,不 难 验 证 并 有 效 运用 它们 . 
至 于 任意 个 集 的 积 集 , 我 们 推迟 至 2. 3B 中 考虑 . 
B. 映射 
在 多 门 课程 中 已 接触 到 函数 概念 ,想必 已 充分 体会 到 ,函数 概念 的 本 质 是 自 
变量 x 的 每 个 值 唯一 地 对 应 一 个 函数 值 y = /(x), 至 于 xz,y 是 数 ,还 是 其 他 对 
象 (如 向 量 ,和 矩阵 直线 等 ), 则 不 是 本 质 的 . 这 就 不 难 理解 ,函数 概念 应 被 赋予 很 
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一 般 的 形式 . : 

1.1.3 定 义 设 X 与 了 是 两 个 非 空 集 . 若 对 每 个 z EX, 有 唯一 的 yE 了 与 
之 对 应 , 则 称 此 对 应 为 映射 , 记 为 某 个 字母 如 忆 , 并 将 对 应 于 工 的 > 写作 Frz 或 
F(x), 称 Fz 为 映射 下 在 的 值 ; 称 己 为 从 和 到 了 的 映射 ,写作 下 :和 一 了 或 

F:X—Y, rz. 

在 现代 数学 中 ,映射 亦 称 为 变换 、 算 子 或 函数 ,名 称 的 选择 与 涉及 的 领域 及 
习惯 有 关 , 并 不 关乎 概念 的 本 质 . 函数 这 一 名 称 更 多 地 用 于 Y = R 的 情况 (本 书 
中 就 是 如 此 ), 但 这 并 非 实 质 性 的 限制 . 

在 拓扑 学 中 大 量 使 用 的 “ 族 ”, 实 质 上 就 是 映射 :给 定 一 个 族 {zx :i € 7} CC 
X, 正 与 给 定 映射 1 一 六,i 一 x; 相当 .反之 ,任何 映射 :XX 一 了 均 可 看 作 一 个 
族 {Ff,: x E€ 义 } CY, 其 中 ,= 二 Fzx, 此 时 XX 自然 被 当成 指标 集 . 

下 面 是 有 关上 映射 的 一 连 串 概念 与 术语 ,它们 都 可 从 平常 的 函数 概念 中 找到 
其 原型 ,因而 不 难 获得 自然 的 理解 . 给 定 映射 一 :区 一 了 . 称 区 为 羽 的 定义 域 ， 
称 集 {Fz :zEX) 为 下 的 值 域 或 像 , 也 记 作 RCF) 或 ImF ; 称 XXY 的 子 集 

Gr FA{(zr,Fr):r€ XX} (9) 
为 F 的 图 像 . 一 个 如 图 1-1 的 示意 图 展示 了 
映射 图 像 的 直观 形态 ,其 中 “曲线 ”GrF 与 
“直线 ”{z) XYGz € X) 恰 有 一 个 交点 (xz， 
Fx). 若 Ffr= 二 Fy 二 工 二 y(z,y EX 久 ), 则 称 Fx 
下 为 单 射 ; 若 下 以 Y 为 值 域 , 则 称 为 满 射 ， 
车 下 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 FF 为 双 射 或 可 
逆 上 映射, 此 时 FF 实现 与 了 的 元 之 间 的 一 一 
对 应 .车 下 是 双 射 , 则 每 个 yE€Y 唯一 地 对 应 
一 个 + EX, 使 得 y == Fx, 称 此 对 应 为 下 的 又 > 
逆 映 射 , 记 作 FF"!, 即 
F li:Y—>X, Fr— 人 7. 
自然 , 7! 也 就 是 函数 尺 的 反 函 数 . 若 人 网 和 4C 式 , 则 称 映射 
4 一 了 了 ， 工 一 下 工 
为 下 在 4 上 的 限制 , 记 作 天 14. 若 某 个 映射 FF 是正 的 限制 , 则 称 映射 下 为 ,的 
扩张 , 记 作 foCF. 以 i : ACX 记 有 映射 A 一 ,x 一 +, 称 它 为 包含 映射 或 内 射 ， 
当 4 = 多 时 称 上 述 的 i 为 单位 上 映射 或 恒 同 映射 , 记 作 了 或 1x. 

给 定 映 射 已 :和 X 一 了 与 G: 了 一 Z, 可 唯一 地 构成 复合 映射 CF (或 写作 G。 

F ): 


1-1 


GF:X—>2, rzr—>G(Fz). 
若 下 是 双 射 , 则 必定 
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FiF = 1x, FF-! ~ 1y. 
反之 , 若 存 在 映射 C :YY 一 XX, 使 得 
GF=1x, FG= 1y, (10) 
则 易 证 明 F 必 为 双 射 且 G = F-!. 因此 , 式 (10) 是 G=F7! 的 充 要 条 件 .一 般 地 ， 
GF 是 单 射 二 FF 是 单 射 ; GF 是 满 射 > G 是 满 射 . 这 些 事 实 是 基本 而 常用 的 . 
给 定 映 射 亚 : 了 一 了 ,A 性 X,B CY, 约定 
FA= {Fr:r€EA}, FB= {rx:Frx€B). (11) 
称 FA 为 4 在 映射 下 的 像 , 称 F 'B 为 B 关 于 F 的 原 像 . 任 给 y € YY,F-!{y} 
就 记 作 7 了 1(y); 显然 1(y) 关 信人 二 yE€EFX. 式 (11) 实 际 上 定义 出 两 个 “ 集 映 
2X—27,A— FAS2—2*,B— F-1B, 
称 为 下 的 导出 集 映射 ,就 分 别 记 为 F 与 7!, 只 是 注意 此 处 FF :并 不 表示 五 的 
逆 映 射 . 关于 像 与 原 像 的 以 下 结果 是 常用 的 : 
ACF-BEOFACB; (12) 
4CRF-F4,FF-IBCB， 
| FF B=BEOBCFX; 
F(U A) =U FA, F(A) CN FA,; (14) 
Fr-ICU EBD) =U F-B.,F-1(N B,) =N F-1B,, 
{eg = (F-1B):; 
(GF)-C = FIG-IC， (16) 
以 上 4A,4;CCX,B,B;CYGET),CCZ,G :Y 一 2Z. 注意 式 (15) 表 明 F-! 完 全 
保持 集运 算 ( 试 与 式 (14) 对 照 ), 这 是 一 个 极 有 意义 的 事实 ,今后 将 多 次 用 到 这 一 
点 . 
注意 , 若 到 与 Re 皆 为 从 和 到 了 的 上 映射 , 则 下 开会 GPR 一 GrFo, 因而 一 
映射 完全 由 其 图 像 所 决定 . 在 这 个 意义 上 ,不 妨 将 一 与 GrF 视 为 等 同 . 这 种 理解 
导致 映射 概念 的 进一步 拓 广 . 
1.1.4 定 义 设 X 与 Y 是 两 个 非 空 集 . XXY 的 任 一 子 集 R 称 为 从 关 到 Y 
的 一 个 关系 , 当 (xz,y) € R 时 说 x 与 为 R 相关 , 记 为 Ry. 任 给 RCXXY,， 
称 


(13) 


(15) 


R 1iA{((y,7T): (zy) € R} (17) 
为 的 逆 关 系 .对 A CC XX, 约定 (对 照 式 (11)) 
R(A)= {y;: (a,y) € R(d a € A)}, 
R(X) = R(X}) (x € X). 
分 别称 RCX) 与 DCR) 和 AAR-1'(Y) 为 R 的 值 域 与 定义 域 . 若 RCXXY,SCYX 


(18) 
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Z, 则 称 
S。 民 一 {(rz,z): 3y EY, 使 (zx,y) € R,(y,z) ES) (19) 
为 S 与 R 的 复合 关系 . 
车 由 取 RCXXY, 则 R 唯一 确定 如 下 映射 : 
D(R)—>2’, xz— R(x). (20) 
不 妨 就 用 R 记 映 射 (20), 并 将 RC(r) (或 RC(z) 中 的 元 ) 看 作 R 在 工 的 值 . 在 这 个 
意义 上 , R 是 一 个 集 值 映射 或 多 值 映 射 , R 成 为 通常 映射 的 充 要 条 件 是 每 个 
R(xz) 仅 含 一 个 元 . 多 值 映 射 概念 在 现代 数学 中 被 广泛 使 用 . 容许 考虑 多 值 映射 
的 主要 好 处 之 一 是 ,一 多 值 映 射 R 的 道 映射 ( 即 依 式 (17) 的 逆 关 系 R71! ) 恒 存在 
(一 般 也 是 多 值 的 ), 且 与 “ 正 映射 ”RK 处 于 对 等 地 位 . 而 通常 映射 则 无 此 优点 . 
设 RCXXXX, 称 R 为 下 上 的 一 个 二 元 关系 . 例如, 所谓 对 角 线 
A= Ax = {(7,7): rE€ X)} (21) 
就 是 X 上 的 一 个 二 元 关系 , 它 正 是 单位 映射 1x 的 图 像 . A 是 “复合 ”运算 的 单位 
元 : 若 SCXXY,TCYxXX, 则 
SA=S, A°:°T=T. 
车 R 满足 以 下 条 件 : 
(i) 自 反 性 ;: AC R(XRI(V x € X)); 
(Gi) 对 称 性 : R = R71(63 zRy 恒 推出 yRz); 
(iii) 传递 性 : 尺 。 民 CC 民 (C 台 车 zRyyRz, 则 ZRz)， 
则 称 怀 为 了 上 的 一 个 等 价 关 系 .车 RCXXxX 是 一 等 价 关系 ,xX,y E 和 则 
R(z) 与 R(y) 要 么 互 不 相交 ,要 人 么 重合 , 称 R(xz) 为 z 所 属 的 R 等 价 类 或 简称 为 
等 价 类 ,任何 yE€ RC(z) (包括 ) 都 可 称 为 等 价 类 RC(z) 的 代表 元 . 于 是 ,X 可 分 
解 为 相 异 等 价 类 的 不 交 并 . 等 价 类 的 全 体 称 为 习 关 于 R 的 商 集 , 记 作 X/R; 称 
映射 
P:X—X/R, r— R(x) (22) 
为 投影 或 自然 投影 . 因 Px = Py 局 zxRy, 故 R 与 P 相互 唯一 决定 . 
1.1.5 命题 对 于 RCXX 六 以 下 条 件 互 相等 价 : 
Qi)R 是 匀 上 的 一 个 等 价 关系 ; 
Gi) 存在 满 射 : 义 一 Y, 使 得 R= F-!。F, 即 
RyO Fr= Fy (ry €E X); 
(iii》 存 在 一 组 互 不 相交 的 非 空 集 多 = {D; :i € 17}, 使 得 X==U D;, 上 县 
XRy 今 工 与 y 同 属 某 个 D;; 必定 多 = X/R. 
证 ”QO) 全 (iD. 若 R 是 等 价 关 系 , 已 是 投影 ( 依 式 (22)), 则 显然 忆 为 满 射 ， 
且 R= P-!。P. 反之 ,车 下 :和 X 了 是 满 射 , R = F~!1。F, 则 显然 xRz; 
ZXZRy = Fr = Fy 一 yRzri 
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zxzRy,yRz > Fr = Fy = Fz >> rRz, 

可 见 R 蚌 等 价 关系 . 

(中 舍 Gii) 是 明显 的 . 口 

在 本 书 中 ,命题 1. 1. 5 将 用 作 定 义 等 价 关 系 的 主要 依据 . 命题 中 的 R = 
FF 。 玉 称 为 由 下 导出 的 等 价 关系 . 

通常 以 一 代替 字母 R 表示 等 价 关系 , 即 以 x ~ y 记 xRy, 这 一 记号 突出 关 
系 一 是 “相等 ”的 一 种 推广 . 其 次 ,通常 以 三 或 [z] 记 工 所 属 的 一 等 价 类 ,这 意味 
着 z 一 y 怠 [zj]= [yj. 可 见 , 利 用 等 价 类 概念 ,从 一 关系 过 渡 到 相等 关系 ， 

C. 基数 

一 个 数学 系统 的 复杂 程度 ,显著 地 依赖 于 与 之 相关 的 某 些 集 所 含 元 素 的 多 
少 ,这 在 现代 数学 (尤其 是 拓扑 学 ) 中 是 一 个 被 普遍 注意 到 的 基本 事实 . 显然 , 描 
述 一 集 所 含 元 素 的 多 少 有 赖 于 该 集 与 其 他 集 的 比较 ,而 比较 的 方法 则 基于 一 定 
映射 的 存在 性 . 

1.1.6 定义 设 4,B 是 两 个 集 . 若 存 在 一 个 从 4 到 B 的 双 射 , 则 说 集 4 与 
B 有 相同 的 基数 ,约定 以 14] (或 181 ) 记 这 个 共同 的 基数 . 若 存在 一 个 从 4 到 
B 的 单 射 , 则 约定 141 委 18|. 若 141 委 18| ,但 141 关 18| (这 意味 着 不 存在 
从 A 到 8B 的 双 射 ), 则 说 4 的 基数 小 于 B 的 基数 ,写作 |141 < 1B1. 

若 4 含有 2 个 元 , 则 认定 141 =n; 约定 | 你 | = 0. 因此 有 限 集 的 基数 就 是 
它 所 含 元 素 的 个 数 , 鉴于 此 ,即使 对 无 限 集 4, 通常 也 将 基数 14| 想象 成 某 个 
“无 限 数 ”, 并 记 以 某 个 字母 ,如 a, 且说 ”4 含有 “个 元 ” 这 样 ,基数 可 看 作 自然 
数 的 推广 , 它 继承 了 自然 数 的 主要 性 质 之 一 . 

1.1.7 定理 设 a,8 是 两 个 基数 , 则 关系 a 过 Ba = PB,B 二 a 三 者 恰 有 一 个 
成 立 . 

关于 上 述 定理 的 证 明 可 参考 文献 [4]. 

由 以 上 定理 特别 推出 : 若 s 委 8 且 p 委 w, 则 一 8. 这 一 结论 常用 来 判定 两 
基数 相等 . 

无 限 集 的 基数 称 为 无 限 基数 . 两 个 最 重要 的 无 限 基数 是 无 限 可 数 基 数 w 与 
连续 统 基数 c, 它 们 定义 为 

»= IN|, c= |RI. (23) 

给 定 集 4, 若 141 二 w, 则 称 4 为 可 数 集 ,或 说 4 有 可 数 多 个 元 .注意 有 限 
集 被 归 人 可 数 集 之 内 ,这 一 规定 不 免 有 些 缺 点 ,但 似乎 利 大 于 抽 . 可 直接 看 出 , 非 
空 集 4 为 可 数 集 的 充 要 条 件 是 : 4 的 元 可 排列 成 一 个 (有 限 或 无 限 ) 序 列 . 不 过 ， 
直接 用 这 一 条 件 来 判定 可 数 性 并 不 方便 . 对 于 可 数 性 的 判定 ,以 下 结果 是 常用 而 
有 效 的 . 

1.1.8 定理 (i) 设 F:A 一 B 是 一 映射 . 若 4 是 可 数 集 , 则 fA 亦 为 可 数 
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集 ; 若 下 为 单 射 且 B 为 可 数 集 , 则 4 为 可 数 集 . 
Gii) 可 数 个 可 数 集 的 并 及 有 限 个 可 数 集 的 积 集 是 可 数 集 . 
Gii) 着 (x 二 1,2,…) 是 一 列 可 数 集 , 则 如 下 形式 的 集 4 是 可 数 集 : 
A= {xin i Ek=1,2, nn = 1,2,."). 

(iv) 车 4 为 可 数 集 , 则 4 的 有 限 子 集 之 全 体 是 一 可 数 集 . 

利用 定理 1.1. 8, 可 得 到 一 些 最 常用 的 可 数 集 的 例子 ,如 有 理 数 集 Q、n 维 有 
理 点 集 Q" 、 有 理 系数 多 项 式 集 等 . 定理 1.1.8 中 最 具 一 般 性 的 结论 无 疑 是 Giii). 
可 将 Gi) 表述 为 :车 一 对 象 取决 于 有 限 个 因素 (因素 个 数 可 以 不 定 ), 每 个 因素 有 
可 数 种 选择 , 则 此 对 象 仅 有 可 数 种 选择 . 本 书 中 将 多 次 用 到 这 一 结论 . 在 作 这 类 
应 用 时 ,通常 并 不 对 所 论 集 的 构成 作 详细 描述 . 这 实际 上 意味 着 ,定理 1.1.8 的 
结论 被 看 作 数学 中 的 常识 ! 

在 数学 理论 中 一 个 普遍 的 规则 是 ; 尽 可 能 使 用 “ 较 小 ”的 集 ,以 降低 问题 的 复 
杂 性 . 基数 概念 使 得 上 述 思想 获得 严格 意义 :应 尽 可 能 使 用 基数 较 小 的 集 . 在 无 
限 集 范 围 内 ,可 数 集 就 是 最 小 的 集 ! 可 数 集 的 意义 就 在 于 此 . 在 本 书 中 ,将 有 多 次 
机 会 体验 到 可 数 集 的 好 处 . 

对 于 基数 的 进一步 讨论 进入 集 论 的 深奥 领域 ,已 非 本 书 所 必需 . 此 处 只 是 指 
出 ,从 有 限 集 过 渡 到 无 限 可 数 集 , 进 而 到 不 可 数 集 ,是 两 次 重大 飞跃 ,每 次 飞跃 均 
使 涉及 这 些 集 的 数学 问题 的 复杂 性 显著 提升 . 一 个 典型 例子 是 :有 限 维 空间 问题 
通常 属于 常识 的 范围 ;可 数 维 空间 (空间 维 数 有 多 种 定义 县 并 不 简单 ,此 处 不 拟 
细 论 ) 则 已 进入 一 个 艰难 的 领域 ,但 仍然 富有 成 果 ; 不 可 数 维 空间 则 是 人 们 涉足 
不 多 的 陌生 领域 . 

拓扑 学 的 一 些 异 常 深刻 的 结果 涉及 大 基数 的 处 理 , 本 书 并 不 打算 到 达 这 种 
境地 . 不 过 ,熟悉 关于 基数 的 以 下 结果 还 是 有 益 的 , 且 并 不 困难 . 

1.1.9 定 理 当 a== |4| 暑 约定 2 二 1241, 则 a 过 2". 特别 ,有 ww 二 2*=c. 
wyc 依 式 (23). 

由 此 可 见 ,c 是 一 个 不 可 数 基数 ;或 等 价 地 ,实数 集 R 是 不 可 数 集 . 至 于 c 是 
否 为 最 小 的 不 可 数 基数 , 则 是 一 个 导致 深奥 研究 的 困难 问题 . 

DD. 集 族 

鉴于 拓扑 正 是 满足 特定 条 件 的 集 族 ,在 本 书 中 集 族 将 起 基本 作用 是 很 自然 
的 . 集 族 的 特殊 之 处 在 于 它 以 集 为 元 素 , 因 而 可 以 谈 到 它 的 由 一 定 集运 算 性 质 决 
定 的 内 部 结构 , 且 形 成 一 些 与 之 相应 的 特殊 概念 与 记号 . 下 面 介绍 的 一 些 术语 与 
记号 在 拓扑 学 中 是 常用 的 . 

以 下 设 是 一 给 定 的 非 空 集 , -x ,多 CC 2 约定 

HU = YA, Ny = NA. (24) 
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车 x = 人, 则 约定 -er 二名, 站 27 一 外. 由 7 可 构成 两 个 新 的 集 族 : 
of '= {A:AE .wr), 
这. 一 人 站 多 :多 是 -ez 的 有 限 子 族 }. 
因 已 约定 当家 = 个 时 和 = 和 故 XE-e 车 六 EEE-v', 则 称 -zx 为 有 限 
相交 族 ,或 说 .ez 具有 有 限 交 性 质 , 即 -ee 中 任何 有 限 个 集 有 非 空 交 . 注意 -ez 性 
-ez ”， 因 而 .e 是 一 个 比 -ee 更 大 的 集 族 . -er 比 -ee 优越 之 处 是 ,wx 对 于 有 限 
交 运 算是 封闭 的 ,这 一 性 质 在 拓扑 学 中 有 很 大 重要 性 (如 开 集 族 、 闭 集 族 与 邻 域 
系 都 有 此 性 质 ). 在 两 个 集 族 .ez 与 多 之 间 可 界定 如 下 两 个 重要 关系 : 
-or BOVBEBIAELA :ACB, 
Af KBOVYAEHAIBELA :ACB. 
-AH (4B}(B CX) 简 写作 .x+ B. 粗略 地 说 , -x 上 多 意味 着 与 多 比较 -xv 含有 
更 小 的 集 . 有 趣 的 是 ,看 来 很 不 相同 的 关系 上 与 < 之 间 有 很 简单 的 转换 关系 : 
A -BOWK<AY'. (27) 
系统 地 使 用 记号 上 与 < ,可 将 一 些 涉及 集 族 的 复杂 概念 或 命题 表达 得 异常 简洁 
且 特 别 富有 启发 性 . 鉴于 此 ,本 书 将 适当 地 使 用 这 些 记 号 . 体会 到 它们 的 简化 效 
果 之 后 ,你 会 乐意 接受 它们 的 . 

下 面 以 滤 子 概念 作为 例子 来 说 明 上 述 记 号 的 使 用 . 滤 子 本 身 在 拓扑 学 中 亦 
有 特殊 的 应 用 价值 . 

1.1.10 定义 者 非 空 集 族 -ez C 2* 满足 条 件 : 

(ED 人 E -er 

(Fy) .x 一 -zx(V4BEo 有 4 站 BEor); 

(F,) 由 -xtA4CX 推 出 4E€ .9x( 司 由 -上 贸 C2 推出 贸 CC zy)， 
则 称 .-ee 为 人 上 的 一 个 滤 子 .车 .x 是 一 个 滤 子 , 多 CC -zz 满足 条 件 多 Fx ， 
则 称 多 为 -x 的 一 个 滤 基 ; 若 多 "上 x, 则 称 多 为 -x 的 一 个 子 滤 基 . 

前 面 说 到 可 以 考虑 集 族 的 内 部 结构 , 滤 子 正 是 我 们 遇 到 的 第 一 种 具有 内 部 
结构 的 集 族 . 条 件 (F) 一 (FEs:) 中 核心 的 条 件 是 (F:), 它 要 求 -ezx 对 有 限 交 运算 封 
闭 . 至 于 条 件 (F,), 其 作用 是 用 以 排除 .ez = 2* 这 种 平凡 的 情况 ;条件 (Fs) 使 得 
-ef 能 包含 那些 “ 比 -ee 中 某 个 集 大 ” 的 集 , 从 而 使 -x 具有 某 种 完全 性 . 注意 仅 含 
一 个 集 X 的 集 族 (X)} 就 是 一 个 滤 子 .一 个 不 那么 平凡 的 例子 是 : 

-or 一 (4:zE4CX)， 
其 中 xz。€ X 是 取 定 的 .不 过 ,重要 的 不 是 举 出 一 些 滤 子 的 例子 ,而 是 给 出 构成 滤 
子 的 某 个 一 般 方法 . 下面 的 简单 结果 即 提供 了 一 个 这 样 的 方法 . 


(25) 


(26) 


@ 考虑 到 zE -za# 人 34E-:rzrE4zEhn YA OYAE .YATE A, 这 些 结论 可 从 定义 1.1.1 
推出 ,而 不 只 是 一 种 “约定 ” 
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1.1. 11 命题 设 非 空 集 族 多 C 27 满足 条 件 : 

(DO ED; 

(ii) BHB'(OVYA,BE BICE BCCANB), 
则 有 了 唯一 滤 子 -x CC 2* 以 名 为 滤 基 . 若 仅 假定 多 是 有 限 相 交 族 , 则 存在 唯一 滤 
子 .xY C2* 以 多 为 子 滤 基 , 且 -exY 是 匀 上 包含 多 的 最 小 滤 子 ( 称 为 由 多 生成 的 
滤 子 ). 


证 令 . 的 = 一 (4: 且 HH4CX), 则 由 条 件 (Gi、 ii 推出 -ee 满足 定义 1.1. 10 
中 的 条 件 (F1) 一 (F,), 目 显然 多 Cx ,多 上} x, 故 -xY 是 以 多 为 滤 基 的 滤 子 . 若 
仅 假定 多 是 有 限 相 交 族 , 则 多 ' 必 满 足 条 件 (i)、(Gi), 因 而 多 "是 某 个 滤 子 -x 的 
滤 基 , 于 是 色 是 -ez 的 子 滤 基 . 若 -er 是 X 上 的 滤 子 且 到 Cez， 则 
BC = i (用 (F,)) 
A FB tl, 
这 推出 .er C .ez (用 (F:)). 故 .ez 是 包含 多 的 最 小 滤 子 . 口 


以 一 个 简单 的 例子 解释 命题 1. 1. 11 的 应 用 . 令 
B= {(0,8) :oa < 0< hp), 
则 多 显然 满足 命题 1. 1. 11 中 的 条 件 (iD 和 (ii), 因 此 多 是 R 上 某 个 滤 子 -ez 的 滤 
基 . 今后 将 看 到 ( 见 2. 1B)，ez 就 是 点 0 的 邻 域 滤 子 (关于 R 的 通常 拓扑 ). 


1.2 序 结 构 


序 结构 并 不 是 本 书 的 考虑 对 象 , 但 有 关 它 的 基本 知识 是 学 习 拓 扑 所 不 可 缺 
少 的 . 而 且 , 序 结构 的 公理 系统 是 如 此 简单 且 富有 直观 性 ,为 解释 一 般 数学 结构 
提供 了 最 有 效 的 例证 ,这 对 于 理解 即将 展开 的 拓扑 空间 理论 不 无 启示 作用 . 

A. 数学 结构 

如 容易 观察 到 的 ,现代 数学 并 不 直接 处 理 现实 的 对 象 与 过 程 ,而 是 处 理 已 在 
某 种 程度 上 抽象 化 了 的 数学 模型 ,这 种 模型 依据 特定 方式 被 赋予 一 定 的 结构 , 因 
而 可 称 之 为 数学 结构 . 在 最 一 般 的 意义 上 ,现代 数学 正 是 以 各 种 数学 结构 为 研究 
对 象 的 学 科 . 像 实数 系 、Euclid 空间 与 向 量 空间 这 类 已 被 充分 研究 的 数学 结构 ， 
你 已 从 相关 课程 的 学 习 中 熟悉 了 . 而 对 于 一 般 地 描述 数学 结构 ,可 能 并 无 明确 的 
观念 ,但 它 显然 是 一 个 有 趣 且 值 得 关注 的 问题 . 无疑, 我 们 面 对 的 问题 并 不 容易 ， 
此 处 无 法 作出 一 个 严格 的 描述 ,而 仅 满足 于 一 个 最 粗略 的 勾画 . 

一 个 数学 结构 (或 称 数 学 系统 ) 包 含 以 下 三 个 要 素 . 

(i) 对 象 集 X 或 若干 对 象 集 X, 了 ,…， 它 提供 构成 系统 的 基本 单元 或 元 素 . 

(ii) 一 组 关系 或 映射 {R;}, 每 个 R; 描述 了 对 象 间 的 某 种 关联 ,从 而 在 原本 
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为 一 块 白板 的 对 象 集 上 赋予 了 一 定 的 组 织 性 或 结构 . 

Qiii) 一 组 公理 {4;}, 它们 规定 了 关系 R; 所 应 服从 的 规则 . 

概 而 言 之 ,数学 结构 就 是 由 服从 一 定 公 理 的 关系 组 织 起 来 的 一 群 对 象 . 在 这 
里 ,真正 重要 的 是 体现 系统 结构 或 规则 的 公理 ,而 对 于 关系 与 对 象 的 具体 解释 则 
是 不 重要 的 . 这 一 点 对 于 理解 现代 公理 化 数学 至 为 重要 ,在 本 书 中 ,你 将 有 足够 
的 机 会 来 体会 这 一 点 . 

上 面 所 说 的 由 三 要 素 组 成 的 数学 结构 ,原则 上 涵盖 了 现代 数学 已 经 及 可 能 
处 理 的 所 有 系统 ,作为 一 种 理论 构建 模式 ,其 发 展 空间 实际 上 是 无 限 的 . 以 上 描 
述 仅仅 指明 了 数学 结构 的 最 一 般 特 征 , 这 丝毫 也 不 限制 各 别 的 数学 系统 在 结构 
上 的 多 样 性 与 丰富 性 . 

数学 结构 的 例子 可 以 说 能 随手 牛 来 . 例如 ,由 定义 1.1. 10 界定 的 滤 子 就 是 
一 种 数学 结构 :此 处 用 到 两 个 对 象 集 2” 与 .x ;唯一 考虑 的 关系 是 4 E -ezr(4E 
2”), 此 关系 由 公理 (Fi)~《F,) 限 定 , 正 是 这 三 条 公理 构成 滤 子 概念 中 最 本 质 的 
东西 . 至 于 -x 中 的 集 如 何 选 定 , 在 滤 子 的 一 般 讨 论 中 是 既 不 必 关 心 也 无 法 确定 
的 . 唯 其 如 此 , 才 可 能 将 滤 子 概念 作 最 广泛 的 应 用 . 当然 , 滤 子 概念 的 每 一 次 特殊 
应 用 ,都 依赖 于 对 -ee 的 具体 界定 及 对 条 件 (Fi) 一 (Fs) 的 严格 检验 . 

一 般 来 说 ,一 个 系统 的 结构 愈 简单 (这 意味 着 用 到 较 少 的 对 象 集 、 较 少 的 关 
系 与 较 少 的 公理 ) ,就 愈 容易 得 到 具体 实现 , 且 愈 可 能 成 为 更 复杂 系统 的 基础 , 因 
而 傅 具 有 普遍 价值 . 被 公认 为 最 具 普 遍 价 值 的 三 种 基本 数学 结构 是 : 序 结构 、 代 
数 结构 与 拓扑 结构 ,其 他 数学 结构 大 多 是 这 些 基 本 结构 的 综合 与 细 化 . 其 中 的 拓 
扑 结构 正 是 本 书 的 主题 ,而 序 结构 与 代数 结构 在 本 书 中 亦 有 辅助 意义 ,因而 在 本 
节 与 下 节 中 对 其 作 一 初步 介绍 . 

B. 序 结构 

从 对 实数 的 大 小 顺序 .集合 的 包含 关系 等 特例 的 观察 中 ,你 已 获得 对 序 概念 
的 初步 印象 . 现在 的 任务 是 用 一 组 公理 来 完成 对 序 关 系 的 抽象 描述 . 

1.2.1 定 义 设 和 是 一 非 空 集 , 委 是 X 上 的 一 个 二 元 关系 (这 意味 着 对 某 
些 x,y € XX 规定 了 x 二 y, 参看 定义 1.1.4), 它 满足 以 下 公理 : 

(A1) 自 反 性 :zz 委 zCz € X); 

(A,) 传递 性 :z 委 > 且 y 委 zz 之 工 魏 z(zyz EX)， 
则 称 委 为 江上 的 一 个 拟 序 . 若 进 而 要 求 拟 序 委 满足 公理 : 

(A,) 反对 称 性 ;: + 夺 y 上 且 y 夺 z+ 寺 工 = y(x,y € X)， 
则 称 委 为 和 上 的 一 个 半 序 或 偏 序 . 若 半 序 委 还 满足 公理 ， 

(A,) 完全 性 :VzyEXz 委 yy 与 y? 魏 工 必 居 其 一 ， 
则 称 和 为 全 序 . 当 委 是 和 上 的 拟 序 . 半 序 与 全 序 时 ,分 别称 (X, 委 ) 为 拟 序 集 、 半 
序 集 与 全 序 集 . 若 拟 序 委 满足 公理 : 
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CAs) 有 向 性 :YzyEX,zEX, 使 得 z 魏 zy 魏 z， 
则 称 (X, 二) 为 有 向 集 . 

当 说 到 和 上 的 序 或 序 关 系 时 ,通常 泛 指 如 上 定义 的 关系 中 的 任 一 种 ,其 具 
体 含义 由 上 下 文 确定 . 对 于 一 个 拟 序 委 ,也 使 用 如 下 的 方便 记号 : 

TX 之 yyYSIT; 
XYyOILYyAKITOYy>L. 

应 当 指 出 ,在 定义 1.2.1 中 尽管 我 们 用 了 熟悉 的 记号 乏 , 但 它 未 必 就 有 通常 
的 “小 于 等 于 ”的 意义 ,此 处 不 过 是 借用 了 记号 和 而 已 ,用 一 个 稍 不 同 的 记号 , 例 
如 过 ,也 许 更 为 恰当 .不 过 ,记号 乏 毕 竟 强 烈 地 昭示 出 ,关系 委 反映 了 z 与 y 
之 间 的 某 种 顺序 . 至 于 排序 的 标准 ,在 具体 场合 也 许 是 “大 小 ” “多 少 ”“ 强 弱 ”、 
“ 优 劣 ”,… ,而 在 定义 1.2.1 中 则 无 任何 解释 ,这 正好 为 实际 应 用 时 作 具 体 界定 
留 下 了 充分 的 选择 余地 . 在 处 理 具体 的 序 关 系 时 , 委 当 然 可 能 依 情况 代 之 以 更 习 
惯 的 记号 . 

现在 来 看 一 些 常见 的 例子 ,其 中 一 些 例子 本 书 将 多 次 用 到 ,值得 特别 留意 . 

1.2.2 例 (0) 取 XX 二 R", 任 给 工 == (zi),y 二 (yi) € R", 约定 

TIOLEY( SinN). (1) 
直接 看 出 ,如 此 定义 的 关系 委 满 足 公 理 (AUD 一 (As) ( 依 定义 1.2.1, 下 同 ), 因 而 
魏 是 R" 上 的 一 个 半 序 , 称 为 向 量 序 , 它 是 数学 中 用 得 最 多 的 半 序 之 一 . 车 n= 1， 
则 委 就 是 通常 的 “小 于 等 于 ”, 它 显然 是 一 个 全 序 . 若 ”> 1, 则 委 不 再 是 全 序 . 例 
如 在 R: 中 ,点 (1,0) 与 (0,1) 是 不 能 依 委 比较 的 . 

(ii) 设 和 是 任 给 的 集 . 则 2* 上 的 二 元 关系 C 己 (或 也 ) 显 然 是 自 反 的 、 传 递 的 
与 反对 称 的 ,因而 是 一 个 半 序 , 它 是 本 书 中 用 得 最 多 的 半 序 之 一 . 易 见 己 ( 或 二 ) 
不 是 全 序 ,除非 |X| 生 1. 不 过 , 2* 的 某 些 子 集 可 能 是 全 序 的 . 2* 依 序 己 的 任何 
全 序 子 集 称 为 集 套 , 任 给 4A,B CCX, 显然 有 

ANBCACAUB, 
ANBCBCAUB, 
可 见 (2*, 忆 ) 与 (2*, 忆 ) 均 为 有 向 集 . 

Gii) 设 和 是 任 给 非 空 集 , 多 CC 2 是 一 滤 基 ( 依 命 题 1.1.11), 则 (多, 忆 ) 是 
一 半 序 集 . 因 YA4,BE 劝 ,3CE 劝 :CCA4 站 BEB, 故 (更 , 闻 ) 是 一 有 向 集 . 特别 ， 
任何 滤 子 以 忆 为 序 是 一 有 向 集 . 这 是 一 个 极 有 价值 的 事实 ,本 书 中 将 多 次 用 到 这 
一 点 . 

(iv) 设 X 是 任 给 非 空 集 ,x 是 XX 的 有 限 子 集 之 全 体 , 则 (x, CC) 是 一 半 
序 集 且 为 有 向 集 . 

(v) 任 给 非 空 集 2, 以 关 记 2? 的 子 集 之 全 体 , 则 由 1.1 节 式 (26) 定 义 的 关 
系 上 [是 X 上 的 一 个 拟 序 , 它 一 般 不 是 半 序 . 值得 注意 的 是 ,车 以 了 记 人 上 滤 子 之 
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全 体 , 则 (了 Y, F ) 是 一 半 序 集 . 事 实 上 , 若 .o ,多 是 滤 子 , -YY 上 多 F 97 , 则 CC 
多 CC (用 定义 1.1.10 中 的 (F:)), 从 而 -er = 家 . 
(vi) 给 定 拟 序 集 (Xi， |) 与 (X,, 委 :)， 在 积 集 X= Xi XxX X, 中 定义 
CA 委 :y:， (2) 
则 直接 看 出 (XX, 委 ) 是 一 拟 序 集 . 若 (X;, 二,) (i = 1,2) 均 为 半 序 (或 有 向 ) 集 ， 
则 易 验 证 (X, 委 ) 亦 是 半 序 (或 有 向 ) 集 . 
(vii) 虽然 式 (2) 是 在 积 集中 导入 序 的 主要 方式 ,但 还 可 取 更 简单 的 方法 : 定 
义 (X, ,X, 依 (vi) ,实际 上 并 不 要 求 入 > 是 拟 序 集 》 
(X19T2) SE (yya) OT EY (xisy: € Xi,i = 1,2) (3) 
则 (X, 委 ) 亦 为 拟 序 集 , 当 〈X， 委 :) 是 有 向 集 时 (X, 委 ) 亦 为 有 向 集 . 这 种 定 
义 拟 序 的 方式 初 看 起 来 是 过 于 粗略 些 , 似 无 意义 ,但 亦 不 失 为 有 用 ,在 本 书 中 就 
将 用 到 . 
最 后 这 个 例子 表明 , 拟 序 的 定义 有 很 大 灵活 性 . 
再 回 到 关于 序 结构 的 一 般 讨 论 . 以 下 设 (X, 魏 ) 是 给 定 的 半 序 集 . 使 用 记号 
魏 不 免 使 人 情不自禁 地 将 一 些 涉 及 实数 大 小 关系 的 结论 搬 到 区 中 来 ,这 可 能 导 
向 廖 误 . 例如 ,即使 4CX 是 一 有 限 集 , 也 不 能 不 加 思索 地 断定 4 有 一 个 “最 大 
元 ”! 不 过 ,对 于 实数 大 小 关系 的 直觉 观念 ,还 是 为 研究 半 序 提供 了 主要 的 启示 . 
下 面 的 概念 大 都 是 从 实 直线 上 一 些 熟 知 的 概念 推广 过 来 的 . 
1.2.3 定 义 设 (X, 委 ) 是 一 半 序 集 , 人 天 4CX. 若 PEX,4 委 (这 意 
味 VaE4, 有 a 委 2) 则 称 2 为 4 的 上 界 . 若 2 是 4 的 上 界 , 且 对 4 的 任何 上 
界 & 有 2 委 2, 则 称 2 为 4 的 最 小 上 界 或 上 确 界 , 记 作 sup 4. 若 4 委 2E 4, 则 
称 5 为 A 的 最 大 元 . 若 bE 4, 且 当 2 委 caE4 时 必 有 a 一 则 称 5 为 4 的 极 
大 元 . 
类 似 地 ,可 定义 4 的 下 界 . 下 确 界 ( 记 作 inf 4 )、 最 小 元 与 极 小 元 . 顺便 指 
出 ,车 (XX, 委 ) 是 拟 序 ( 或 半 序 全 序 ) 集 , 则 (X, 宇 ) 亦 为 拟 序 (或 半 序 、 全 序 ) 
集 ; 所 有 涉及 和 的 概念 与 结论 , 反 转 序 向 (这 意味 着 以 之 代 委 ) 之 后 一 般 依 然 有 
效 . 在 处 理 序 关系 时 ,与 之 的 这 种 对 偶 性 是 不 可 不 知 的 . 
直接 从 定义 1.2.3 看 出 ,最 大 元 必定 是 极 大 元 与 上 确 界 ; 在 全 序 集 中 最 大 元 
与 极 大 元 等 价 . 除 此 之 外 ,在 最 大 元 、 极 大 元 与 上 确 界 三 者 之 间 不 存在 其 他 必然 
联系 . 如 以 下 简单 例子 : 设 在 2* 中 以 忆 为 半 序 , A,B CX 互 不 包含 , -wx = {4， 
B}, 则 4,B 均 为 x 的 极 大 元 , A UB 是 .xv 的 上 确 界 ,-ez 没有 最 大 元 .一 般 地 ， 
对 任何 .xx C 2*, 依 关系 性 ,x * ( 依 1. 1 节 式 (24)) 是 er 的 上 确 界 , 而 门 -ez 是 
-eg 的 下 确 界 . 
C. 集 论 公 理 
序 关 系 的 重要 应 用 之 一 ,是 用 来 表述 某 些 集 论 公理 . 我 们 已 经 申明 ,本 书 对 
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于 集 论 问 题 持 朴素 观点 ,但 还 是 不 能 完全 避免 使 用 集 论 公 理 , 否则 无 法 证 明 一 些 
最 重要 的 拓扑 定理 . 对 于 最 常用 的 集 论 公理 的 一 定 程 度 的 熟悉 ,也 是 基本 数学 素 
养 的 一 部 分 . 

我 们 所 关注 的 集 论 公理 实质 上 只 有 一 个 , 即 如 下 的 选择 公理 . 

1. 2.4 选择 公理 ” 设 (4; : i € 17} 是 一 族 互 不 相交 的 非 空 集 , 则 存在 一 个 集 
4, 使 得 4 与 每 个 4iG € 7) 恰 有 一 个 公共 元 . 

换 一 种 更 直观 的 说 法 就 是 :总 可 以 从 每 个 4; 中 取出 一 元 a:(i € 71), 这 些 a 
汇 成 一 集 4. 

从 常识 来 看 ,选择 公理 似乎 贫乏 得 令 人 不 丑 一 顾 ,很 难 想象 能 对 它 提出 什么 
有 力 的 反驳 . 正 因为 如 此 ,选择 公理 才 被 普遍 接受 . 实际 上 ,人 们 常 在 未 觉察 到 的 
情况 下 用 了 选择 公理 . 然而 , 集 论 中 发 现 的 一 些 事实 使 人 们 对 于 选择 公理 的 信赖 
不 再 那么 绝对 化 . 数学 家 找到 了 一 系列 与 选择 公理 逻辑 上 等 价 的 命题 ,后 者 呈现 
出 不 那么 显而易见 的 面貌 ,以 致 人 们 惊讶 于 它们 何以 被 作为 公理 接受 . 正 是 这 些 
命题 为 许多 深刻 数学 定理 (其 中 包括 许多 拓扑 学 定理 ) 的 证 明 提 供 了 关键 依据 ， 
而 这 就 使 得 与 之 等 价 的 选择 公理 更 加 不 可 缺少 .下面 仅 介 绍 选择 公理 的 两 个 等 
价 命题 ,其 中 之 一 就 是 著名 的 极 大 原理 . 

1.2.5 极 大 原理 设 (X, 二) 是 一 半 序 集 , 其 中 的 每 个 全 序 子 集 有 上 界 , 则 
X 至 少 有 一 极 大 元 . 

从 极 大 原理 直接 推出 以 下 命题 . 

1.2.6 命 题 设 和 是 一 非 空 集 , -x CC 2 是 一 非 空 族 . 当 名 CC .7, 贸 依 忆 
是 全 序 的 ( 即 Y4,BE 有 ,有 4CB 或 BC4) 时 ,有 更 ”E x. 则 -oz 有 一 极 
大 元 4, 即 4E x, 且 YBE x, 有 ACKEB, 除 非 4=B. 

在 拓扑 学 中 ,经 常 以 命题 1. 2.6 的 形式 应 用 极 大 原理 . 

为 给 出 选择 公理 的 另 一 等 价 形式 ,首先 给 出 一 些 相 关 概 念 . 设 (X, 委 ) 是 一 
全 序 集 . 车 XX 的 每 个 非 空子 集 必 有 最 小 元 , 则 称 志 为 良 序 , 称 (X, 委 ) 为 良 序 集 . 
自然 数 集 N 依 通 常 的 序 显然 是 良 序 集 ,而 实数 集 则 不 是 . 良 序 集 的 重要 性 在 于 : 
基于 自然 数 集 的 数学 归纳 法 ,可 推广 为 基于 一 般 良 序 集 的 所 谓 超 限 归纳 法 . 设 
(I, 魏 ) 是 一 良 序 集 ， Pi € 7) 是 一 族 命题 . 假设 : 

Gi) 对 于 了 的 最 小 元 io,Pi 成 立 ; 

Gi) 若 i El， PG > j ED 均 成 立 ， 则 Pi 成立 . 

今 证 明 每 个 Pi(i € 站 成立. 令 J=({ 人 ET: 忆 不 成 立 }、 若 J 却 他 则 了 有 最 小 
元 i, 由 假设 0) 必定 有 is 过 i. 若 :>7JE7 则 已 必 成 立 . 于 是 由 假设 (ii) 推 出 PP; 
成 立 ,得 出 矛盾 .因此 了 了 = 他, 即 每 个 P; 成 立 . 

为 使 推广 后 的 归纳 法 能 充分 发 挥 作用 ,需要 有 足够 多 的 良 序 集 , 而 这 由 以 下 

公理 保证 . 
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1.2.7 良 序 公理 ”任何 非 空 集 上 都 存在 一 个 良 序 . 

本 书 将 有 几 次 用 到 极 大 原理 . 为 对 极 大 原理 的 应 用 有 点 初步 体验 ,不妨 现在 
就 来 考虑 一 个 例子 . 此 处 所 得 的 结论 今后 也 是 有 用 的 . 

1. 2. 8 定理 设 式 是 给 定 非 空 集 . 

(iD 任 给 滤 子 .er CC 274， -ez 必 含 于 某 个 极 大 滤 子 多 , 即 多 性 2 是 一 个 滤 子 ， 
-or CC 名, 且 当 滤 子 多 i CC 2* 满足 多 性 儿 | 时 必 有 留 = 加. 如 上 的 多 称 为 超 
滤 子 . 

(ii) 车 -x CC 2* 是 一 个 超 滤 子 , 4CX, 则 4E ex 或 者 A 6E x. 

证 (i) 令 了 = {多 C2*: 多 是 滤 子 且 .YCC 多 }), 则 wv E 3, 可 见 之 非 
空 . 了 依 性 是 一 半 序 集 . 若是 的 全 序 子 集 , 多 = 37，, 则 显然 -YC 多 ,上 且 多 
满足 定义 1.1. 10 中 的 条 件 (F1)(F,). 车 4,B € 多 , 则 有 名 1, 儿 , € 二 ， 使 得 
AE€ BB EE Bi. 可 设 旬 性 ,于 是 4A 门 BE 多 , CC 嘱 . 这 表明 马 满 足 定 
义 1.1. 10 中 的 条 件 (F,), 因 此 多 是 一 个 滤 子 ,从 而 多 E 3. 于 是 由 命题 1. 2. 6 知 
三 有 一 极 大 元 多 ,多 就 是 包含 -ex 的 超 滤 子 . 

(ii) 不 妨 设 4 蕊 -or. 于 是 YBE x, 有 BA (用 定义 1.1.10(F,)), 即 
BNA' 关 CO. 令 多 = -x U {14}, 则 多 是 有 限 相 交 族 ,因而 必 含 于 某 个 滤 子 
瑟 ，( 用 命题 1.1.11). 但 .史记 劝 CC 家, 故 由 -ez 为 超 滤 子 推出 -ee = 多 ,因此 
4cEexr 口 


1.3 代数 系统 


与 本 书 的 主要 对 象 拓扑 空间 比较 起 来 ,代数 系统 具有 过 然 不 同 的 性 质 . 基本 
的 差别 是 :有 关 代数 系统 的 概念 可 通过 施行 有 限 次 的 运算 或 变换 来 描述 ,而 不 像 
拓扑 结构 那样 涉及 极限 与 连续 性 . 然而 ,这 样 两 类 截然 不 同 的 数学 结构 ,在 其 发 
展 进程 中 却 以 惊人 的 深度 互相 联系 着 . 联系 的 渠道 主要 有 两 条 . 其 一 是 通过 拓扑 
代数 系统 实现 拓扑 结构 与 代数 结构 的 综合 . 现代 数学 中 处 于 中 心地 位 的 数学 系 
统 大 多 是 拓扑 代数 系统 ,如 拓扑 群 .拓扑 向 量 空间 与 拓扑 环 等 . 本 书 并 不 涉及 这 
方面 的 内 容 , 尽 管 作 为 例子 提 到 的 一 些 重要 拓扑 空间 实际 上 已 经 是 拓扑 代数 系 
统 .其 二 是 在 拓扑 研究 中 系统 地 使 用 代数 工具 , 循 这 一 方向 发 展 为 已 成 为 拓扑 学 
主流 的 代数 拓扑 . 基于 实际 的 考虑 ,本 书 仅 涉 及 代数 拓扑 的 最 初步 的 内 容 . 但 为 
此 也 有 必要 集中 地 介绍 将 用 到 的 那些 代数 知识 . 不 过 ,本 节 更 偏向 于 采用 1. 2A 
中 描述 一 般 数 学 结构 时 所 用 的 观点 , 尽 可 能 使 这 里 所 阐述 的 基本 思想 具有 某 种 
独立 价值 ,而 不 仅仅 被 看 作 一 点 辅助 知识 . 

A. 代数 运算 

类 似 于 通常 算术 运算 的 演算 广泛 存在 于 数学 的 各 个 领域 ,这 促使 人 们 去 考 
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虑 一 般 的 代数 运算 . 要 使 得 这 种 一 般 的 运算 能 涵盖 所 有 已 知 的 特殊 运算 ,就 必须 
排除 加 于 运算 的 任何 特殊 性 质 ,达到 一 个 具有 最 少 规定 性 的 如 下 定义 . 

1. 3.1 定义 设 X 是 一 个 非 空 集 . 称 任何 映射 6 :一 对 为 XX 上 的 一 个 一 
元 运算 ; 称 任何 映射 p: XX XX 一 XX 为 XX 上 的 一 个 二 元 运算 0. 

以 上 定义 似乎 完全 不 留 下 通常 所 理解 的 加 法 .乘法 之 类 运算 的 任何 痕迹 ,这 
就 为 运算 概念 的 具体 应 用 留 下 了 最 大 的 空间 . 或 许 , 你 更 希望 从 一 些 实例 获得 对 
运算 概念 的 切实 感觉 . 那么 就 让 我 们 来 看 一 些 各 个 领域 的 例子 . 


一 元 运算 的 例子 : 
CC, zz; ( 共 示 运 算 ) 
R" ->R， 工 一 azi ( 数 乘 运算 ) 
R"x” -> Rox"， A— A’; ( 转 置 运算 ) 
274 -> 2*, A— A‘, ( 补 运算 ) 
其 中 a 是 给 定 实数 , R”*” 是 n 阶 实 方 阵 之 全 体 . 
二 元 运算 的 例子 : 
RXR—>R, (rr,y)>xVy; ( 取 最 大 ) 
RXR—>R, (r,y)>x hy; ( 取 最 小 》 
2* X2*—>2*, (A,B)—AUB; (并 运算 ) 
274X27 一 24，(4,B) 一 4 门 瑟 〈 交 运算 ) 


Rex”X R"x" -> 及 "x" (4 有 B) — AB. (矩阵 乘法 》) 

毫 无 疑问 ,一 个 运算 仅 当 它 服从 一 定 规则 时 , 才 具 有 价值 并 成 为 研究 对 象 . 
运算 规则 由 适当 的 代数 系统 来 描述 . 参照 1. 2A 中 关于 数学 结构 的 一 般 观点 ,可 
以 将 代数 系统 界定 为 包括 如 下 三 要 素 的 系统 ; 

(i) 一 个 对 象 集 闵 ; 

(ii) 了 上 的 一 组 运算 ; 

(iii) 一 组 公理 , 它 表现 为 运算 应 服从 的 规则 . 

如 同一 般 数学 结构 一 样 , 对 于 一 个 抽象 代数 系统 X 而 言 , X 中 元 素 的 组 成 
及 其 中 运算 的 具体 解释 都 是 非 本 质 的 ,而 且 也 不 是 国定 不 变 的 . 例如 , 设 代 数 系 
统 X 中 定义 了 一 元 运算 z 一 艺 与 二 元 运算 (zz ) 一 工 十 x ,代数 系统 Y 中 定 
义 了 一 元 运算 y 一 y "与 二 元 运算 (y,y') 一 yy 我们 并 不 能 从 二 者 表面 上 的 差 
别 断 定 它们 是 两 种 不 同 的 代数 系统 . 须知 ,在 一 个 抽象 系统 中 ,对 于 记号 元 ,z 十 
xz/! 与 y* ,yy 并 未 预 设 任何 确定 的 解释 .要 判定 两 个 系统 的 异同 ,唯一 的 依据 是 
它们 所 遵循 的 公理 . 因此 , 唯 有 公理 系统 才 是 代数 系统 定义 中 真正 本 质 的 东西 . 
例如 , 设 上 面 所 述 的 系统 和 与 了 分 别 满足 如 下 公理 : 


人 原则 上 并 无 理由 排除 三 元 以 上 的 运算 .但 对 于 常见 的 代数 系统 ,一 元 运算 与 二 元 运算 是 充分 的 . 
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(ADz 十 五 一 T 十 并 
(Ai) 工 王石 一 亏 十 石 ， 
(A'1) yy = yy, 
(A',) (yy )* = y" (y)', 
那么 可 以 断定 ,公理 (A1),(As) 与 (A'1), (A',) 实 质 上 并 无 区 别 , 它 们 所 不 同 的 仅 
是 记号 而 已 . 鉴于 此 ,可 以 说 六 与 了 实际 上 是 同一 种 代数 系统 . 
由 此 可 见 , 在 描述 或 识别 一 个 代数 系统 时 ,系统 的 公理 组 成 是 最 值得 关注 
的 . 正 是 公理 选择 的 多 样 性 ,决定 了 代数 系统 的 多 样 性 . 
原则 上 ,代数 公理 的 选择 有 着 广泛 的 可 能 性 .但 从 实际 情况 来 看 ,常用 的 代 
数 公理 系统 多 半 是 少数 几 条 熟悉 规则 的 组 合 ,这 些 规则 表现 为 一 定 的 运算 律 . 今 
将 最 常见 的 运算 律 表述 于 下 . 为 便于 说 明 , 设 XX 上 定义 了 一 元 运算 o 与 二 元 运 
算 9,y;z,y,z € XX 是 任 给 的 . 
G) 交换 律 ( 对 P): p(x,y) 一 p(y, 工 ). 
(ii) 结合 律 (对 9p): PT y)z) = HIT, PY,z)). 
Giii) 分 配 律 (9 对 ): 
Hr ply,2)) = yz,y), PT,z)), 
PP TY) 2) = yr,2) ,p(y ,2)). 
(liv) 分配 律 (o 对 9 ): 
olp(X,Yy)) = Plax) ,oly)) 
(或 o(9(z,y)) = plo(y) ,ol7z))). 
为 使 以 上 运算 律 具 有 更 熟知 的 形式 ,最 好 借用 平常 的 记号 . 设 
azZ) 一 zy) 一 2Z7y，，VWry) 一 工 十 3 
则 上 述 的 G) 一 (iv? 可 分 别 改 写成 ， 
G)“ 乘 法 ”交换 律 : zy 二 yz. 
G1)“ 乘法 ”结合 律 : (zy)z = z(yz). 
Qii 》 “乘法 ”对 “加 法 ”的 分 配 律 : 
Xly 十 2z)= 二 xXy 十 Xz， (ZX 十 yz = Xz 十 yz. 
(iv) “x 运算 ”对 “乘法 ”的 分 配 律 ; 
(zy)* 一 了 (或 (zy) ”一 并)， 
将 一 种 二 元 运算 称 为 加 法 或 乘法 ,并 不 是 一 个 实质 性 问题 ,而 只 是 一 种 技术 
性 选择 . 当然 , 仅 当 一 种 运算 与 平常 的 加 法 (或 乘法 ) 有 较 多 类 似 之 处 时 ,选择 加 
法 (或 乘法 ) 这 一 名 称 才 是 恰当 的 , 才 具 有 某 种 启示 意义 而 被 人 们 接受 . 
下 面 的 结果 固然 简单 ,但 因 其 具有 高 度 一 般 性 而 值得 注意 . 
1.3.2 命题 设 ? 是 式 上 的 一 个 二 元 运算 . 
(GD 和 X 上 至 多 存在 一 个 元 e, 使 得 
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PCzZye) 一 工 一 ez) (Vr EX). (1) 
(iD 设 ?满足 结合 律 ,e € XX 满足 条 件 (1). 则 对 任 给 zx € 和 至 多 存在 一 个 
元 yE X, 使 得 
PT,Y) 一 一 HY,7). (2) 
证 〈i) 车 e 与 e 同时 使 恒等式 (1) 满 足 , 则 
e 一 ple',e)= e'. 


(ii) 车 y,y EX 均 使 恒等式 (2) 满 足 , 则 


y= peyy) 一 PC ,XT),y) (用 式 (2)) 
一 PC ,HT,Y)) (用 结合 律 》 
= ply ,6) = y'. (用 式 (1). 式 (2)) 口 


满足 条 件 (iD 的 e 称 为 运算 2 的 单位 元 或 么 元 ;满足 条 件 (ii) 的 > 称 为 zx 的 关 
于 运算 9 的 逆 元 , 当 z 的 道 元 存在 时 , 称 z 为 关于 运算 9 的 可 逆 元 . 若 称 ?为 乘 
法 , 则 将 单位 元 与 道 元 ( 若 存在 分 别 写 作 e 与 ; 若 称 9 为 加 法 , 则 将 单位 元 与 
逆 元 ( 若 存在 ?分 别称 为 零 元 与 负 元 , 记 作 0 与 一 工 . 

单位 元 与 逆 元 概念 比 你 所 想象 的 要 出 现 得 更 广泛 些 . 例如 考虑 2* 中 的 并 与 
交 运 算 , 区 是 任 给 的 集 . 容易 看 出 , 空 集 放 是 并 运算 的 单位 元 , A CX 关于 并 可 
逆 怠 4= 休 ;和 是 交 运算 的 单位 元 , XX 又 是 关于 交 运算 的 唯一 可 北 元 . 类 似 地 ， 
在 J 一 [0,1] 中 考虑 运算 V 与 A ,关于 运算 V ,0 是 单位 元 也 是 唯一 的 可 道 元 ; 关 
于 运算 人 ,1 是 单位 元 也 是 唯一 的 可 逆 元 . 

了 B. 群 

群 是 只 有 一 种 运算 的 代数 系统 ,似乎 很 简单 ,但 实际 上 它 能 容纳 惊人 地 丰富 
的 理论 , 且 有 许多 出 人 意料 的 应 用 . 

1. 3.3 定义 ”若非 空 集 G 上 定义 了 一 个 二 元 运算 (下 面 称 之 为 群 运算 ) ,该 
运算 满足 结合 律 有 单位 元 (下 面 称 为 群 单位 元 ) 且 使 G 中 每 个 元 可 逆 , 则 称 C 
为 一 个 群 . 若 进 而 设 群 运算 满足 交换 律 , 则 称 G 为 交换 群 或 Abel 群 . 若 群 C 的 子 
集 4 依 G 中 的 运算 构成 一 个 群 , 则 称 4 为 G 的 子 群 . 

只 含 一 个 元 的 群 称 为 平凡 群 ,只 含有 限 个 元 的 群 称 为 有 限 群 , 有 限 群 的 阶 就 
是 其 所 含 元 素 的 个 数 . 

对 于 一 个 群 C, 通常 视 情 况 将 其 中 的 群 运算 称 作 乘法 或 加 法 . 若 称 群 运算 
为 乘法 , 则 称 G 为 乘法 群 . 若 称 群 运算 为 加 法 , 则 称 C 为 加 群 . 在 加 群 中 可 定义 
减法 :z 一 ?= 一 Z 十 一). 说 到 加 群 时 ,通常 总 假定 它 是 交换 群 . 若 G 是 平凡 的 
乘法 群 (或 加 群 ), 则 通常 写作 G = 1 (或 G = 0). 

几乎 所 有 常见 的 代数 系统 (如 模 、 向 量 空间 \ 环 与 域 等 ) 都 是 群 ,因此 举 出 群 
的 例子 觉 极 容易 的 . 

1.3.4 例 (i) R" 依 通常 的 向 量 加 法 是 一 个 交换 群 ,其 中 的 Q",Z" 等 都 是 其 
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子 群 . Z" 及 其 子 群 在 拓扑 学 中 是 常 出 现 的 . 

(ii) C\(0} 依 复数 乘法 是 一 个 群 ,其 单位 元 是 1. 其 中 R\{0} 与 Q\{0} 都 是 
其 子 群 . 

(iii) 设 X 是 任 一 非 空 集 , G 是 和 到 自身 的 双 射 之 全 体 , 则 G 以 复合 作为 群 
运算 是 一 个 群 , 其 中 的 单位 元 就 是 单位 映射 1x,g E G 的 逆 元 就 是 道上 映射 8 1.G 
及 其 子 群 都 称 为 X 上 的 变换 群 . 若 含 2 个 元 素 , 则 称 G 为 次 置换 群 ,并 将 其 
记 作 S,. 

(iv) 设 G 是 n Xn 阶 可 逆 实 矩阵 之 全 体 , 则 G 依 矩阵 乘法 是 一 个 群 , 其 中 的 
单位 元 即 单位 矩阵 , A € G 的 逆 元 即 逆 矩 阵 4 :. 通常 以 GL(n) 记 这 个 群 , 称 之 
为 一 般 线性 群 . 

(v) 设 X 是 任 给 的 集 , 则 2* 以 AC( 对 称 差 , 见 1.1 节 式 (2)) 为 群 运 算是 一 个 
交换 群 ,其 中 的 单位 元 是 他 , 而 每 个 4 忆 X 以 4 自身 为 其 逆 元 , 即 

AAD = 4，4A4 = Cr. (ACX) 

为 了 确定 起 见 , 下 面 的 讨论 都 对 乘法 群 进行 ,所 有 结果 用 于 加 群 时 应 作 的 改 
动 是 自明 的 . 

1.3.5 定 义 设 G 与 卫 是 两 个 群 . 若 映 射 h:G 一 瑟 满 足 条 件 : 

AKCzy) = hx)h(y) (zyEC)， (3) 
则 称 为 从 G 到 五 的 一 个 群 同 态 , 或 简称 为 同 态 . 以 Hom(G, 五 ) 记 从 G 到 瑟 
的 群 同 态 之 全 体 . 车 hE Hom(G, 卫 ) 是 单 射 ( 或 满 射 ), 则 称 有 为 单 同 态 (或 满 同 
态 ); 当 4h 是 双 射 时 , 则 称 h 为 群 同 构 或 简称 同 构 , 记 作 h:G 衬 五. 当 从 G 到 五 
的 群 同 构 存 在 时 ,说 G 与 瑟 互 相同 构 , 写 作 G 实 及. 若 e 是 五 的 单位 元 , 则 称 
hi(le) 为 hE Hom(G, 厂 ) 的 同 态 核 , 记 作 Ker 上 h. 

从 定义 直接 看 出 , hE€ Hom(G, 囊 ) 有 以 下 性 质 ; 将 G 的 单位 元 映 为 瓦 的 

单位 元 ; VY X,y € G, 有 
hz 1) = [hr)T, hry 1 = h(r)[Lh(y))!; (4) 
车 4,B 分 别 为 G 与 瑟 的 子 群 , 则 hC(4) 与 h71(B) 分 别 为 五 与 G 的 子 群 ;特别 
地 , Im h( 二 hh(G)) 与 Ker hh 分别 为 且 与 G 的 子 群 ;h 是 单 同 态 司 Kerh 只 含 单 
位 元 . 
对 于 群 G 的 任何 子 集 4,B, 约定 
AB= {ab:a€ A,b€B), 


A-l= {a !:a€ A}, XxA= {xa:a€ 4). 
4 是 GG 的 子 群 名 4 对 群 运算 封闭 司 44C4. 若 G 的 子 群 A 满足 条 件 
A= Azrx (YzEG)， (5) 


则 称 4 为 G 的 正规 子 群 ; 称 xA 为 4A 的 陪 集 . 容易 验证 , 同 态 核 必 为 正规 子 群 ; 
交换 群 的 任何 子 群 都 是 正规 子 群 . 
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构成 群 的 主要 方法 有 两 种 . 其 一 是 利用 已 知 的 群 构成 积 群 与 商 群 ,这 由 以 下 
命题 描述 . 
1.3.6 命题 (GD 设 G(l 声 i 声 n) 是 一 组 群 , G = [| Gi. 则 G 依 群 运算 
(XY) = ziy) (zi), (yi) EG) (6) 
是 一 个 群 , 其 单位 元 为 e = (ei) ,ei; 是 G; 的 单位 元 ; YX = (zx;) € G, 有 
(zi) ! = (x7!). 
设 
P;:G—>G, (tir Tn) > Xi 
是 投影 , 则 运算 (6) 由 条 件 “Pi(1 委 : 委 2 均 为 同 态 ? 唯 一 决定 . 
(ii) 设 C 是 一 个 群 , 4 是 G 的 正规 子 群 . 在 G 中 定义 一 个 二 元 关系 一 ， 
XT~yErA=yA (zy EA4)， 
则 一 是 一 个 等 价 关系 .以 [z] 记 开 所 属 的 一 等 价 类 ,以 C/4 记 商 集 C/ ~ 一, 则 
C/4 依 运算 


[zj][y = [zy] (zyEC) (7) 
[xz]! = [Lx]. 


运算 (7) 由 条 件 “ 投 影 了: G -> G/4 为 同 态 ”唯一 决定 . 
由 运算 (6) 所 定义 的 群 G 称 为 群 Gi(1 委 : 委 2 的 积 群 ,而 群 C/4 称 为 群 C 
模 4 的 商 群 . 
证 (Gi) 验证 式 (6) 为 群 运 算是 平凡 的 . 将 式 (6) 改 写 为 
Pi(zy) = (Px) (Piy), (zyy EG,1l Sin) 
这 表明 , 式 (6) 成 立 人 入 Pi(1 委 : 委 2 均 为 同 态 . 
(ii) 利用 4 为 正规 子 群 易 直 接 验 证 一 是 一 等 价 关 系 . 若 工 一 忆 ,y 一 六 ， 则 
Z7y4 一 ZyY 4 一 Z4 =x Ay 
一 4zy = x'y'h,， 
可 见 xy 一 x'y. 这 表明 式 (7) 中 定义 的 [zj][y 不 依赖 于 z,y 的 选择 . 验证 C/4 
依 运算 (7) 是 一 个 群 是 平凡 的 . 式 (7) 可 改写 成 
(Px) (Py) 一 已 (zy)， 
这 正 表 明 : 式 7) 成立 舍 P 是 一 个 同 态 . 口 
1. 3.7 同 态 定理 设 G,H 是 两 个 群 , 4 与 B 分 别 为 G 与 瑟 的 正规 子 群 ， 
h € Hom(G,H). 
G) 若 h(4) CB, 则 
h. :G/A—> H/B, [zxj— [h(x)] (8) 
是 一 同 态 , 称 为 h 的 诱导 同 态 , 它 由 h.P 二 Qh 唯一 决定 ,其 中 已 :C 一 C/4 与 
Q : 妃 一 歹 / 瑟 是 投影 . 
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Qi) 若是 满 同 态 , 则 
h, :G/Kerh— H, [zr]— h(xz) (9) 
是 一 同 构 ;h, 唯一 取决 于 A. 已 AP:G 一 CGI/Ker 关 是 投影 . 
证 G) 任 给 z,yEC, 有 
[xj] = [yj>zrxy E A=>h(r)[h(y)J! € B (用 式 (4)) 
> [Lh(r)] = Lh(y)j, 
这 表明 由 式 (8) 所 定义 的 h.[zx] = [h(x)] 与 z 的 选择 无 关 . 定义 式 h. [2] = 
[h(x)] 可 改写 成 
h. (Pzx) = Qh(r) (x € G), 
这 表明 映射, 唯一 地 取决 于 h,P = Qh. 由 
A.([zj][y]) = h,.[zy] = [h(xy)] 
= [hCGz)h(y)] = LAGz)][ACy)] 
看 出 h. 是 一 同 态 . 
(ii) 取 A4A= Kerh,B = (e} (ee 是 互 的 单位 元 ), 则 h(A) = B, 于 是 由 已 证 
的 (i) 有 同 态 
h, :G/Kerh— H, [zx]—h(z), 
此 处 用 到 五 /{e}) = 矿 ,[h(x)] = h(z).h 为 满 射 二 >h. 为 满 射 ， 
h.[z]=e 二 zx € Ker h 二 > [xz] 是 单位 元 ， 
故 有 , 是 单 同 态 , 因 而 为 同 构 . 口 
同 构 (9) 的 意义 在 于 ,可 用 右 代替 G/Ker h 作为 G 的 商 群 ;与 G/Kerh 比 
较 , 妃 可 能 形式 更 简单 ,因而 更 便于 把 握 与 运用 .下 面 是 一 些 说 明 性 的 例子 . 
1.3.8 例 (i) 设 Pi:GG(l 志 i 信 n) 依 1. 3.6G), 则 Pi 是 满 同 态 , 因 此 ， 
GG/KerP, (<i<n). 
特别 地 , 取 n = 2 得 G = GX G,， 
Ker P, = {(xiy€2) : XI EG)}=G X {es) 守 G; 
G, 守 G/Ker P, 之 G/G. 
或 更 简单 地 写作 : 
= (Gi X C:)/C， 
汉 训 在 形式 上 合 科 通 党 的 除法 规则 (ab)/b = a. 
(i) 将 R 与 S1= {(zEC:|z| 一 1) 分别 看 作 加 群 与 乘法 群 . 由 指数 函数 的 
性 质 得 出 ， 
疡 :及 一 S1， 工 一 ez 
是 一 个 满 同 态 , 且 A(z) = 1 多 zEZ, 即 KerA 二 Z. 因此 有 
R/ZS!, z+ ee. 
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(iii) 给 定 zEN, 令 w=exp(2ri/a), 则 生成 一 个 乘法 群 互 = {ww:kE 
Z). 定义 
h:Z— H, ku, 
则 上 是 一 个 满 同 态 ， 加 
Kerh={k:w =1)= (kh:k/n€ 2 AnZ. 
于 是 由 同 态 定理 有 
Z/nz 过 HH, k++nZ— a. 
通常 将 五 写作 2Z, = {0,1,…,n 一 1). 

构成 群 的 另 一 种 方法 是 ,利用 一 组 给 定 的 元 通过 群 运算 构成 群 , 首先 考虑 利 

用 已 知 群 中 的 元 构成 群 . 设 G 是 一 个 群 , 人 和 关 4CC， 
多 = {B:B 是 G 的 子 群 8 A CB}. 

显然 CE 多 . 令 B= 门 多 , 则 易 验 证 B 是 G 的 子 群 且 4CB. 显然 ,B 是 G 中 
含有 4 的 最 小 子 群 , 称 它 为 A 生成 的 子 群 , 记 作 (4), 称 4 为 (4A) 的 母 元 组 . 若 
存在 有 限 集 4, 使 得 B 二‘4), 则 称 B 为 有 限 生成 群 . 由 一 个 元 生成 的 群 称 为 循 
环 群 . 一般 地 ,可 以 写 出 ， 

(4) = {faha2aw:ac4pE2Z (和 :和 EN))， (10) 
其 中 心 记 & 个 a 的 连 乘积 ,而 ae 一 = (a 1)*(k 沁 0),a" 一 e( 单 位 元 ). 

表达 式 (10) 又 启示 我 们 从 任何 集 (不 必 是 已 知 群 的 子 集 ? 出 发 构成 群 . 任 给 
非 空 集 4, 约定 (4) 依 式 (10), 只 是 规定 如 下 得 缩 规 则 , 

()VYVa€ ha =e; 当 nn 之 2,k 一 0 时 可 从 atiay…ah 中 除去 i. 

(ii) ata'(a € A,k,L GE Z) 可 代 之 以 at+( 

在 约束 (iD ,(ii) 之 下 ，(4) 依 运算 

(aq 和 at) 和) 二 aa 
是 一 个 以 e 为 单位 元 的 群 , 称 为 由 4 生成 的 自由 群 . “自由” 意 指 : 群 中 的 元 素 不 
受 除 规则 (i)、(ii) 之 外 的 任何 其 他 关系 的 约束 ,而 约束 (i) 和 (Gi) 则 是 群 概念 本 身 
所 要 求 的 ,已 不 可 再 除去 . 

最 后 ,建立 非 交 换 群 与 交换 群 的 联系 . 设 G 是 一 个 任 给 的 群 . 称 G 中 形 如 
XYyX ly ICzyE G) 的 元 为 换 位 子 , 以 4 记 换 位 子 之 全 体 , 以 [G,Gj 记 4 生成 
的 子 群 , 称 为 G 的 换 位 子 群 . 

1. 3.9 命题 对 任 给 群 C, 以 下 结论 成 立 : 

(i)G 是 Abel 群 僻 [G,G] 是 平凡 解 . 

(i) [G,Gj 是 G 的 正规 子 群 . 

Gii) G/[G,G] 是 Abel 群 . 

(iv) 车 € Hom(G,H), 昌 是 Abel 群 , 则 [G,G] CC Ker hh. 

证 《iD 与 (iv) 是 明显 的 . | 
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(ii) 只 要 证 YVzEG, 有 xz4z CEc,c] Ya EG, 有 
xaba ib 1z71 一 (zaz la 1)(azpa-1Czo) -1 € [G,G]. 
(iii) 只 要 证 zy[c,C] = yx[LG,G](Y zy € G), 这 相当 于 
ZyCOz)IE [G,G], 

而 这 是 当然 的 . 口 

群 C/LC,C] 称 为 C 的 交换 化 . 显然 , C 是 Abel 群 后 C/[C,C] = C. 

C. Abel 群 

有 限 生成 的 Abel 群 具有 一 些 很 类 似 于 有 限 维 向 量 空间 的 性 质 ,因而 成 为 最 
便于 应 用 的 一 类 群 . 

以 下 设 C 是 一 个 Abel 加 群 . 任 给 x € G,k EZ, 当 上 之 0 时 以 kz 记 个 z 
之 和 ; 当 有 过 0 时 令 kr 二 (一 有 )( 一 Zz); 令 0zx 二 0.kz 称 为 x 的 们 元 .形式 上 ,不 
妨 将 kz 看 作 & 与 z+ 的 乘积 ,这 种 乘积 满足 如 下 公式 : 

&(Zz 十 2 一 Ar 十 Ry (十 0 一 Ar 十 /zi (分 配 律 》 

(kD)z = k(lz). (结合 律 》 
这 样 , 可 将 G 看 作 一 种 类 似 于 向 量 空间 的 代数 系统 ,Z 的 作用 类 似 于 向 量 空间 的 
系数 域 . 这 种 类 比 使 得 我 们 可 仿照 线性 代数 中 的 思路 来 展开 Abel 群 的 理论 .下 
面 是 从 线性 代数 中 移植 过 来 的 一 些 概念 与 术语 . 

(i) 线性 组 合 . 任 给 玉 EZ 与 二 EGG 委 i 委 2， 称 
> 有 = kzi 十 RaTz 十 … 十 kT, 
为 zzz 的 一 个 线性 组 合 . 任 给 4CGc, 由 4 生成 的 子 群 (447(〈 依 式 (107) 
无 非 是 4 中 元 的 线性 组 合 之 全 体 , 即 
(A)= {DRT: hEL TEA (USi<n€EN)). (10)" 
(ii) 线性 相关 . 设 z;€ G(1 志 i 三 n). 若 存 在 不 全 为 零 的 上 EZ(1I 委 ;和 2)， 
使 得 kz; 一 0, 则 说 {zi} 线性 相关 ; 当 {zi} 不 线性 相关 时 说 它 线性 无 关 . 显 
然 ， {zi} 线性 相关 人 参 { 垃 ) 中 某 一 个 元 例如 z 的 某 一 倍数 可 表 为 cj…,z-i 的 
线性 组 合 , 即 


n—1l 
kz 一 Dkix (OkELZ). 


与 向 量 空 间 不 同 之 处 是 ,上 式 两 边 未 必 能 用 & 除 ! 

(iii》 秩 与 维 数 . 若 C 中 线性 无 关 组 的 元 的 最 大 个 数 为 n, 则 称 为 G 的 秩 ， 
记 作 rank G. 车 G 中 不 存在 线性 无 关 组 , 则 约定 rank G = 0. 若 C 由 ?个 线性 无 
关 的 元 CQ192Q29 Cn 生成 , 则 称 C 为 如 维 自 由 Abei 群 , 称 n 为 G 的 维 数 , 记 作 
dim G; 称 a1,4:,…,a; 为 G 的 一 组 基 ; 任 给 x € C,z 可 唯一 地 表示 成 


一 > Rai， 
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称 (As，…As) 为 工 关 于 基 {ai) 的 坐标 . 若 
(2 = Cay" 4) A, 
其 中 A € Z"*" 是 一 个 二 阶 整数 矩阵 , 则 六, 是 C 的 基 名 4 可 道 且 A™ 
E ZX" Odeth 一 土 1. 显然 有 
SEG, (和 一 Dkiai, 
因此 可 以 说 , Z 是 仅 有 的 4 维 自由 Abel 群 . 约定 平凡 群 是 零 维 自 由 Abel 群 , 因 
此 dmG=0 怠 G=0, 但 当 rankG 一 0 时 未 必 G=0, 例如 rank Z, = 一 0Cz 二 
1), 而 Z, 关 0. 
(iv) 直 和 . 设 4:(i 志 i 二 nn) 是 GG 的 子 群 .车 每 个 x € G 有 唯一 分 解 
工 二 > yai， aeE 4(1 委 :和 去 2)， 
则 称 G 为 4(1 委 ;< 委 2) 的 直 和 ,写作 
G= 4 四 4 四 … 申 4.. (11) 
由 直 和 分 解 式 (11) 显 然 推 出 G 衬 4; 车 4;(1 筷 i 声 x) 均 为 自由 Abel 群 , 则 
G 亦 为 自由 Abel 群 , 且 
dim G = >)dim 4,. 
以 上 讨论 表明 ,自由 Abel 群 与 向 量 空间 达到 最 大 的 类 似 . 可 惜 ,并 非 所 有 有 
限 生成 的 Abel 群 都 是 自由 Abel 群 . 那么 ,二 者 的 关系 如 何 ? 
1. 3. 10 命题 Abel 群 G 可 由 个 元 生成 全 GG 是 的 商 群 . 
证 若 G= (a1,as，…,as) (记号 依 式 (10)'), 则 显然 
Ga 
是 一 满 同 态 ,因而 G 人 兰 Z"/Ker h (用 同 态 定理 1. 3. 7(ii)). 反 之 , 若 G 是 的 商 
群 , P : Z" 一 G 是 投影 , 任 取 Z" 的 基 (eyese), 令 4=Pe(l 委 1 魏 2， 则 
显然 G = (alias，…au). 口 
鉴于 命题 1. 3. 10, 如 果 能 描述 Z" 的 所 有 商 群 ,那么 就 可 以 说 彻底 阐明 了 有 
限 生成 Abel 群 的 结构 . 首先 解决 一 个 较 容易 的 问题 : 求 出 Z 的 全 部 商 群 . 为 此 ， 
只 要 求 出 Z 的 全 部 子 群 . 此 处 要 用 到 一 个 类 似 于 向 量 空间 的 命题 :车 4 是 nn 维 自 
由 Abel 群 G 的 子 群 , 则 4 亦 为 自由 Abel 群 , 且 dim A 过 dim G. 现在 设 4 是 Z 
的 子 群 , 则 4 是 自由 Abel 群 , 当 dim 4=0 时 4=0; 当 dim4=1 时 , 取 4 的 
基 {n}( 守 1), 则 4 =nZ. 于 是 Z 的 全 部 商 群 是 (参考 例 1. 3. 8(iii) ) : 
2Z/{0} =Z, 2Z/Z= {0}, Z/nZ = J, 之 2)， 
其 中 乙 , 与 Z 分 别 为 阶 与 无 限 阶 循环 群 . 要 构成 任 一 有 限 生成 的 Abel 群 ,用 这 
些 循 环 群 作为 材料 就 够 了 . , 
1.3.11 定理 设 G 是 有 限 生成 的 Abel 群 , 则 
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GEL OL DDOD,, (12) 
其 中 rr = rank G,2 志 ni € Zni|ninis 即 n 整除 40197 二 1,2)"… ,fT 一 1; 当 Tr 二 
0 时 式 (12) 中 的 有 限 阶 循环 群 不 出 现 ; 7 ,ni，,…,n: 由 G 唯一 决定 . 

证 明 大 意 设 G 由 个 元 生成 . 由 命题 1. 3. 10 有 2 的 子 群 五 ,使 得 G 磊 
Z"/H. 可 设 吾 寺 0. 取 玖 的 一 组 基 {5.), 设 b= (baykios*ki)(l 1 寺 m). 
于 是 8= [6s] € YZ"*",rank B= m. 类 似 于 线性 代数 中 化 人 矩阵 为 标准 形 的 程 
序 ,可 求 得 可 逆 矩 阵 PE Zr"”" 与 QE 2Z"x", 使 得 P71! 与 Q-1! 均 为 整数 矩阵 , 且 

PBQ = [D 0] € 7"*", (13) 
其 中 DD= diagGhh) ,0 之 入 EDAINr7 = 112 一 1 WM ai,as, 
…:a 记 Q@- 的 4 行 , 则 由 式 (13) 有 
ob Mial 
Ob» Asaz 
P ;|= LD0]jer- = 
bw Anam 
这 表明 {hai, 轴 az，… ,am} 是 耳 的 基 . 于 是 
HAZONLD DL; 


GZ 由 Z 由 … 个 Z 
妃 一 0 四 人 2Z 由 … 由 履 Z 


二 ZO LA DB*…D ZL. 
令 r 二 一 mm, 当 丸 二 1 时 删 去 Z, 即 得 到 (12). 口 

分 解 式 (12) 可 改写 成 

GOT, T= D0, 
其 中 了 称 为 G 的 挠 子 群 , x,,…,n: 称 为 挠 系数 . 正 是 挠 子 群 的 出 现 使 得 G 异 于 
自由 Abel 群 .车 工 不 出 现 , 则 G 宇 Z 是 7 维 自由 Abel 群 . 

如 同 任何 非 空 集 可 用 来 生成 自由 群 一 样 ,任何 非 空 集 4 都 可 用 来 生成 自由 
Abel 群 4). 为 此 仍 可 利用 式 (10)', 只 是 现在 4 是 任 给 的 , 它 不 必 为 某 个 已 知 
群 G 的 子 集 ,而 (4 中 的 元 2)"hx; 则 看 作 一 个 ( 整 系数 ) 形 式 线性 组 合 ,约定 
2 bizi = 0 避 和 = 0(1 所 i 所 nn). (4A) 依 自 然 的 加 法 运算 


DJ kx 十 Diz 二 2 (ki + LT 
显然 是 一 个 自由 Abel 群 . 4 的 任何 有 限 子 集 都 是 线性 无 关 的 ; 若 4 含 ” 个 元 素 ， 
则 (4) 是 以 4 为 基 的 x 维 自由 Abel 群 ; 若 4 是 无 限 集 , 则 《4) 是 无 限 维 自由 
Abel 群 . 
任 给 Abel 群 C, 令 G = Hom(G,2Z), 则 G* 依 吉 法 
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(p+ = px) + yr) (pLEG',TEG) 

是 一 个 Abel 群 ,其 零 元 就 是 零 同 态 , PE G" 的 负 元 就 是 一 9.G* 称 为 G 的 对 偶 
群 .车 G 为 n 维 自由 Abel 群 , 则 G" 亦 为 x 维 自由 Abel 群 . 

若 G, 囊 是 Abel 群 ,hE€ Hom(G, 右 ) 则 h 导出 一 个 同 态 

h*":H"*>G’,p>9°h, (14) 

称 为 疡 的 对 偶 辐 态 . 对 偶 同 态 有 以 下 性 质 : 

中 车 g,hE Hom(G, 厂 ), 则 (8 十 h)* = 二 g*' 十 hs 

(ii) 车 fE€ Hom(F,G),g E Hom(G,H),; 则 (81 =f'g*; 

(iii) 16 : G* -> G* 为 单位 映射 . 

当 写 出 一 个 如 下 序列 (两 端 可 无 限 》 


i—1 让 
GG GG > a 《15) 
时 ,总 假定 h: € Hom(G,;,Gi+r). 车 hi 恒 满足 条 件 : 
Im h,;_! = Ker h.,, (16) 


则 称 式 (15) 为 正 合 序 列 ( 或 恰当 序列 ). 正 合 序列 包含 了 很 丰富 的 信息 ,是 用 来 研 
究 所 涉及 的 群 列 {G;} 的 有 力 工具 . 容易 看 出 的 结论 是 : 设 序列 (15) 为 正 合 序列 ， 
车 Gi_i 二 0, 则 Ker hh 二 0 (用 式 (16)), 从 而 hi 为 单 同 态 ; 若 Gi == 0, 则 Im hi_， 
二 G; (用 式 (15)), 从 而 hi-, 为 满 同 态 . 这 样 ,从 短 正 合 序列 
0~>G— >H—>0 
推出 p: G 衬 肪 ; 从 正 合 序 列 
0>K—>G— ~ Ho0 
推出 9 与 少 分 别 为 单 同 态 与 满 同 态 ,因而 
巨人 兰 C/Im pg 宇 G/K. (用 同 态 定理 1. 3.7) 
以 上 事实 表明 , 若 能 判定 正 合 序列 式 (15) 中 某 些 G; = 0, 则 可 得 出 很 强 的 结论 . 
在 5.2 节 中 ,将 看 到 应 用 以 上 方法 的 有 趣 例子 . 
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作为 拓扑 学 的 基本 对 象 的 拓扑 空间 ,是 近代 数学 中 抽象 空间 概念 的 一 系列 
拓 广 的 结果 .在 最 一 般 的 意义 上 ,拓扑 空间 只 是 少数 几 条 公理 支撑 起 来 的 多 辑 系 
统 . 这 样 一 种 似乎 注定 内 容 贫 乏 的 系统 ,仍然 生长 出 令 人 惊奇 的 丰富 的 结果 . 其 
中 给 人 印象 最 为 深刻 的 成 果 是 ,在 拓扑 空间 这 一 抽象 框架 内 ,形成 了 关于 极限 与 
连续 性 的 最 一 般 的 理论 ,本 章 正 是 对 这 一 理论 的 系统 阐释 . 为 使 仅仅 基于 抽象 拓 
扑 结构 的 概念 与 结果 获得 一 定 的 直观 意义 ,我 们 将 尽 可 能 考虑 一 些 拓扑 空间 的 
特殊 例子 ,其 中 首选 自然 是 最 为 人 所 熟知 的 Euclid 空间 R", 尤其 是 实 直线 R ;其 
次 是 适时 地 结合 考虑 比 拓扑 空间 更 为 直观 的 度量 空间 ;此 外 ,利用 积 与 商 的 构成 
还 获得 一 些 拓扑 空间 的 形式 多 样 的 例子 . 本 章 的 材料 对 于 拓扑 空间 理论 的 进 一 
步 展开 是 基本 的 .不 可 缺少 的 . 而 且 , 在 后 面 各 章 将 起 基本 作用 的 一 些 方法 ,在 本 
章 亦 得 到 适当 的 发 展 ,对 于 这 些 方法 的 一 定 程度 的 理解 与 掌握 ,对 于 进一步 的 学 
习 是 重要 而 必需 的 .我 们 将 通过 给 出 主要 结论 的 详细 证 明 及 实例 阐释 , 尽 可 能 说 
明 所 用 方法 的 主导 思想 ,但 对 于 方法 的 掌握 则 有 赖 于 适当 选 做 章 末 的 习题 


2.1 拓扑 结构 


在 你 现在 看 来 或 许 还 多 少 有 几 分 神秘 的 拓扑 空间 ,其 实 并 不 陌生 . 你 所 熟知 
的 Euclid 空间 R", 就 是 拓扑 空间 ! 不 过 , R" 能 成 为 拓扑 空间 ,并 不 在 于 其 中 具有 
种 种 丰富 的 结构 ,如 直线 .平面 、 距 离 、 角 度 等 ,而 仅仅 在 于 R" 中 能 考虑 极限 与 连 
续 性 . 简单 说 来 ,拓扑 空间 就 是 其 中 可 考虑 极限 与 连续 性 的 抽象 数学 结构 . 为 了 
使 这 种 数学 结构 具有 最 大 的 一 般 性 ,必须 接 弃 所 有 与 极限 概念 实质 上 无 关 的 假 
设 , 这 就 使 拓扑 空间 概念 仅仅 建立 在 少数 几 条 简单 公理 的 基础 上 ?. 因此 ,从 逻 
辑 上 说 ,抽象 的 拓扑 空间 不 仅 不 复杂 ,而 且 是 最 简单 的 数学 结构 之 一 . 特别 地 , 它 
远 比 Euclid 空间 简单 ! 这 看 来 是 一 个 好 消息 . 然而 不 幸 的 是 ,对 于 现代 公理 化 数 
学 来 说 ,结构 上 的 简单 性 同时 也 意味 着 形式 上 的 抽象 性 与 内 容 的 贫乏 性 . 你 初次 
接触 到 拓扑 空间 时 ,很 可 能 会 感到 它 是 一 个 豪 无 生气 的 公理 化 人 船 仍 , 看 不 出 其 中 


@ Hausdorff 最 早 (1914) 提 出 拓扑 空间 的 公理 化 定义 . 


第 2 章 拓扑 空间 。29。 


有 多 少 有 应 用 价值 的 结果 . 幸而 ,内 涵 的 相对 贫乏 可 从 外 延 的 无 比 广阔 得 到 补 
偿 . 一 旦 你 发 现 如 此 简单 的 逻辑 系统 能 赛 括 那样 多 的 不 无 意义 的 特殊 情况 ,对 于 
拓扑 空间 的 价值 ,就 不 再 有 任何 怀疑 了 . 

现在 的 问题 是 ,应 如 何 恰到好处 地 选择 一 组 公理 ,使 之 能 成 为 拓扑 空间 理论 
的 出 发 点 . 要 做 到 这 一 点 ,有 形式 上 很 不 相同 的 多 种 方法 可 用 ,它们 在 实质 上 都 
是 等 价 的 . 下面 采用 依 公理 定义 开 集 (或 闭 集 ) 的 方法 ,这 种 方法 从 直观 上 看 来 未 
必 最 好 理解 ,在 历史 上 也 不 是 引进 拓扑 的 最 早 的 方法 ,但 它 在 形式 上 简单 则 是 公 
认 的 ,因而 是 大 多 数 拓 扑 学 著作 所 采用 的 通行 方法 . 

A. 开 集 与 闭 集 

你 从 实 分 析 课 程 中 已 经 知道 , 实 直 线 R 上 的 开 集 就 是 开 区 间 的 并 集 . 这 种 描 
述 开 集 的 方法 当然 未 必 能 推广 到 更 一 般 的 空间 . 另 一 方面 ,R 上 开 集 有 如 下 性 
质 : 任 意 个 开 集 的 并 与 有 限 个 开 集 的 交 仍 为 开 集 . 这 类 性 质 并 不 直接 涉及 R 的 特 
殊 结构 ,因而 可 以 作为 抽象 地 定义 开 集 的 出 发 点 ， 

2.1.1 定 义 设 和 是 一 非 空 集 . 若 给 定 了 一 集 族 rC 2 , 它 满足 如 下 开 集 公 
理 : 

(OD) rz 中 任 一 族 集 之 并 属于 r; 

(9:) rz 中 任意 有 限 个 集 之 交 属 于 ri 

(Os) XO ELT, 

则 称 基 或 (X,7) 为 拓扑 空间 , 称 z 为 X 上 的 一 个 拓扑 , 称 z 中 的 集 为 开 集 (或 一 
开 集 ); 当 4“ Er 时 称 4 为 闭 集 . 

简 言 之 ,拓扑 就 是 满足 开 集 公理 的 开 集 族 ,拓扑 空间 就 是 定义 了 开 集 族 的 抽 
象 空间 . 拓扑 空间 的 任何 子 集 称 为 点 集 , 其 中 的 元 称 为 点 . 不 要 以 为 点 集 不 是 开 
集 就 是 闭 集 ,除了 少数 极 特殊 的 拓扑 空间 之 外 ,从 一 拓扑 空间 中 随意 挑 出 的 点 集 
多 半 既 非 开 集 又 非 闭 集 . 

依 定义 , 4 是 开 集 合 4 是 闭 集 . 鉴于 这 种 “互补 性 ”, 凡 用 开 集 表达 的 概念 
与 结论 , 均 可 等 价 地 用 闭 集 来 表达 ,因而 开 集 与 闭 集 的 作用 是 完全 等 价 的 . 例如 ， 
开 集 公理 (O01)~《0,) 可 等 价 地 表 为 如 下 闭 集 公理 : 令 多 = {4 : 4 € 7}, 则 

(C1) 多 中 任 一 族 集 之 交 属 于 多 ， 

(Cz:) 多 中 任意 有 限 个 集 之 并 属于 多 ， 

(Cs) XOEFR. 

在 和 上 一 旦 给 定 了 满足 公理 (C) 一 (Ca:) 的 闭 集 族 多 , 则 

r= {A4CX:A'E FF} 
必 为 XxX 上 的 一 个 拓扑 .因此 ,在 关上 给 定 一 个 拓扑 ,与 给 定 一 个 满足 闭 集 公理 的 
闲 集 族 相当 . 
就 表达 形式 而 言 ,定义 2.1.1 已 如 此 简单 ,无 需 更 多 解释 了 . 但 仅仅 依据 定 
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义 , 你 想象 不 出 开 集 应 当 是 怎样 的 集 , 即 定义 并 未 给 你 关于 开 集 的 任何 直观 印 
象 ,这 种 印象 只 能 来 自 于 实例 . 
2.1.2 例 (GD) 取 XX 二 R, 而 7 就 是 通常 的 开 集 族 , 即 
tr 二 {4 : 4 是 开 区 间 之 并 或 4 = 人)， (1) 
则 (R,7) 是 一 个 拓扑 空间 ,这 样 的 + 称 为 R 上 的 通常 拓扑 . 今后 提 到 R 而 未 加 说 
明 时 ,总 假定 其 中 采用 通常 拓扑 . 通常 拓扑 固然 高 度 特殊 ,但 将 它 作 为 解释 一 般 
拓扑 概念 的 一 个 直观 样本 ,是 非常 有 用 的 . 
Gi) 仍 取 关 = RR, 但 改 令 
t= {(~ 0,4): 一 ce 委 a 委 co). (2) 
显然 了 一 (一 00,00) EC= (一 co 一 co) ET 车 hi 二 (一 0,a)yi El， 
令 a 一 supa 则 UA4= 一 (一 cooa) Er 车 Bi= (一 oo,b)( 二 i 声 n), 令 6 
二 minb;, 则 门 Bi 二 (一 o0,6) Et. 这 就 验证 了 r+ 满 足 开 集 公理 (01)~~CO,), 因 
而 + 是 R 上 的 一 个 拓扑 , 称 为 上 拓扑 ,下 面 将 它 记 为 r， 以 区 别 于 通常 拓扑 . 
(iii) 取 六 为 任何 非 空 集 , 令 
tw = {(X,0}, t= 2*, (3) 
则 与 5 都 平凡 地 满足 开 集 公理 ,因而 都 是 人 上 的 拓扑 ,分 别称 为 上 的 平凡 
拓扑 与 离散 拓扑 ;而 (X,r.) 与 (X,r) 就 分 别称 为 平凡 拓扑 空间 与 离散 拓扑 空 
间 . 
从 这 几 个 例子 已 能 得 出 如 下 几 点 明确 结论 . 
其 一 是 拓扑 空间 具有 极 大 的 多 样 性 ,任何 非 空 集 都 可 以 定义 为 拓扑 空间 ,这 
就 使 拓扑 空间 很 不 同 于 像 向 量 空间 这 样 频 受 限制 的 对 象 . 即使 在 一 个 有 限 集 上 ， 
亦 可 依 多 种 方式 定义 拓扑 且 导 致 很 多 复杂 的 讨论 . 不 过 ,读者 应 优先 考虑 那些 有 
自然 意义 的 拓扑 ,不 必 太 注意 那些 仅 有 某 种 逻辑 意义 的 拓扑 孤 例 . . 
其 二 是 在 同一 个 集 上 可 以 定义 多 种 拓扑 . 例如 ,在 R 上 就 至 少 有 四 种 拓扑 : 
通常 拓扑 、 上 拓扑 ,平凡 拓扑 与 离散 拓扑 ,这 些 拓扑 彼此 差别 甚大. 可见, 在 说 到 
拓扑 空间 匀 时 ,一 定 要 明确 其 中 所 用 的 是 哪 一 个 拓扑 . 若 r 与 t+ 同 为 XX 上 的 拓 
扑 且 rzCnmn, 则 说 拓扑 < 弱 于 或 小 于 ma 大 于 或 强 于 r; 若 + 必 tn 关 7T, 则 说 tr 真 
弱 于 或 忆 真 强 于 r. 例如 ,R 上 的 通常 拓扑 真 强 于 上 拓扑 ; X 上 的 平凡 拓扑 与 
离散 拓扑 分 别 为 上 的 最 弱 拓 扑 与 最 强 拓扑 (或 最 小 拓扑 与 最 大 拓扑 ). 
其 三 是 拓扑 空间 中 的 开 集 形态 各 蜡 ,完全 未 必 如 你 可 能 想当然 地 认为 的 那 
样 ,具有 如 开 区 间或 开 区 域 一 样 的 直观 形象 . 
应 用 例 2.1.2 的 方法 很 难 举 出 不 那么 平凡 的 拓扑 空间 的 例子 . 问题 在 于 ,在 
大 多 数 情况 下 7 是 一 个 庞大 的 集 族 ,很 难 用 式 (1) 一 (3) 这 样 相对 简单 的 式 子 表 
示 出 来 . 可 见 ,我 们 需要 寻求 一 种 方法 ,使 得 无 需 明 确 写 出 整个 开 集 族 ,就 能 给 定 
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一 个 拓扑 . 为 此 ,要 用 到 拓扑 基 概念 . 注意 这 里 所 用 的 方法 在 某 种 程度 上 可 与 处 
理 滤 子 与 滤 基 的 方法 相对 照 ( 参 看 定义 1.1. 10 与 命题 1.1. 11)， 

2.1.3 定 义 设 (CX,r) 是 一 拓扑 空间 , 多 Cr. 若 每 个 4AETt 是 多 中 某 些 集 
之 并 , 则 称 急 为 和 或 z 的 拓扑 基 . 若 多"( 依 1.1 节 式 (25)) 是 XX 的 拓扑 基 , 则 称 
多 为 或 + 的 拓扑 子 基 . 当 不 致 误解 时 ,就 简称 拓扑 基 与 拓扑 子 基 为 基 与 子 基 . 

为 应 用 方便 ,我 们 给 出 基 与 子 基 概念 的 如 下 等 价 刻画 : 设 有 Cr, 则 多 是 拓 
扑 基 结 Y A ErvrE€E4,jJBE 多 :x € BCA; 多 是 拓扑 子 基 司 VY A E rv 
rE€ A,3 {Bi,B,,*…,B,} CBrE NN B, C 4. 

注意 ,拓扑 基 必 定 也 是 拓扑 子 基 ,但 反之 则 未 必 . 如 果 从 上 下 文 足 以 明确 所 
用 的 拓扑 基 ( 或 子 基 )) 多 ,就 称 多 中 的 集 为 基 开 集 ( 或 子 基 开 集 ), 而 不 必 明 确 提 
到 多 .定义 2.1.3 表明 ,从 基 开 集 ( 或 子 基 开 集 ) 出 发 ,通过 任意 并 (或 任意 并 与 有 
限 交 ) 运 算 ,恰好 得 出 所 有 开 集 . r 通常 很 大 ,而 多 可 能 较 小 且 其 中 的 集 可 能 较 
简单 ,这 就 得 到 一 从 较 特殊 的 开 集 出 发 通过 适当 集运 算 构 成 所 有 开 集 的 方法 ,这 
正 是 拓扑 基 概 念 的 价值 之 所 在 . 在 这 一 点 上 ,你 不 妨 将 拓扑 基 与 向 量 空间 的 基 类 
比 : 二 者 都 是 用 特殊 的 对 象 通 过 一 定 运算 表 出 一 般 的 对 象 . 

“ 基 ” 概 念 的 功用 之 一 是 拓扑 命题 的 条 件 中 出 现 的 开 集 ,通常 可 代 之 以 基 开 
集 , 某 些 情况 下 甚至 可 以 代 之 以 子 基 开 集 , 这 往往 能 使 条 件 大 为 简化 . 这 一 类 的 
例子 今后 将 多 次 出 现 . 功用 之 二 是 用 于 定义 拓扑 ,这 方面 的 应 用 将 在 例 2.1.6 中 
用 具体 例子 来 解释 . 

2.1.4 例 (Gi) 任 给 拓扑 空间 (X,7),r 本 身 显然 就 是 X 的 拓扑 基 与 拓扑 子 
基 , 这 个 平凡 的 基 完 全 没有 简化 的 作用 ,自然 不 使 我 们 感 兴趣 . 

(ii) 设 = 依 式 (1) ,而 令 

B= (( 一 cosr)，(Gr oo) :7 和 ER) (4) 
容易 看 出 ,有 否 * 就 是 R 上 的 开 区 间 之 全 体 , 于 是 由 式 (1) 知 家 "与 肋 分 别 为 z 的 拓 
扑 基 与 拓扑 子 基 . 正 是 因为 集 族 名 的 简单 性 ,使 得 一 些 涉 及 z 的 问题 通过 使 用 
多 而 获得 显著 简化 . 

Gii) 设 = 依 式 (3) ,而 令 盈 = {{x} :zEX)， 即 和 中 的 单 点 集 之 全 体 , 则 
多 显然 是 z+ 的 拓扑 基 . 

我 们 更 感 兴趣 的 是 如 何 运用 拓扑 基 ( 或 子 基 ) 来 给 定 新 的 拓扑 ,这 基于 以 下 
简单 命题 , 它 明 显 地 类 似 于 命题 1. 1. 11. 

2. 1.5 命题 给 定 非 空 集 并 与 多 CC 2*. 车 多 满足 条 件 : 

(iD B+ 一 X ( 司 久 覆盖 XX )， 

(DYA,BE GB YrEANMNB,ICE BrECCANDB, 

则 和 上 存在 唯一 拓扑 z 以 及 为 拓扑 基 . 车 多 仅 满足 条 件 (i), 则 XX 上 存在 唯一 拓 
扑 t 以 多 为 拓扑 子 基 , rz 是 和 上 包含 多 的 最 小 拓扑 ( 称 之 为 由 多 生成 的 拓扑 ). 
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显然 ,命题 中 条 件 (ii) 可 代 以 更 强 的 条 件 : 

()'A,BE B=ANBESD. 

证 首先 设 多 满足 条 件 () 和 (Gi), 令 

tr 二 {A : 存在 .x 性 多 使 A= .wv*). 
直接 看 出 + 满足 开 集 公理 (O01)、(O;) (此 处 用 到 当 -oz = 个 时 -ez = 何 , 参看 
1.1D). 其 次 , VY 4,B € 多 ,由 条 件 (ii) 推 出 A4 门 BETr. 若 A4,C Er, 则 有 x， 
儿 已 扩 ,使 得 4 二 xv*,C = 多 4, 于 是 
人 CC 一 -zt |!* 
=U {4fiC:AE .CE GEr (有 (CO)) 
这 就 验证 了 公理 (OQ2). 因此 r+ 是 XX 上 的 一 个 拓扑 , 它 显 然 以 多 为 其 拓扑 基 . 

其 次 设 铭 仅 满 足 条 件 (), 则 络 * 显 然 同时 满足 条 件 G) 和 (i), 因而 是 XX 上 
某 个 拓扑 + 的 拓扑 基 , 多 则 是 + 的 拓扑 子 基 . 若 亏 是 关上 包含 多 的 一 个 拓扑 , 则 
对 坎 中 的 集 作 任 意 并 与 有 限 交 运算 必 不 越 出 之 外 ,这 表明 tC 因此 ,r+ 是 
和 上 包含 多 的 最 小 拓扑 ,这 同时 也 说 明了 由 急 唯 一 决定 . 口 

为 了 生成 和 上 的 某 个 拓扑 r, 通常 可 借助 不 同 的 拓扑 基 . 若 拓扑 基 -ez 与 多 
生成 同一 拓扑 , 则 说 -ez 与 肋 是 等 价 的 ， 

以 下 是 解释 命题 2.1.5 之 应 用 的 一 个 稍 复杂 的 例子 . 

2.1.6 例 设立 是 实数 列 之 全 体 ,将 每 个 z+ E 和 表 为 工 一 (zi). 令 

多 = (Bas:iE€N,6 CR 为 开 区 间 }， 
全 二 {TEX:Zz EH). 
任 给 xz EX, 令 5 = (zi 一 1,Xi 十 1), 则 显然 有 xz Bis. 这 表明 儿 * = 并 因 
此 以 妥 为 拓扑 子 基 在 和 上 生成 一 个 拓扑 r. 

通过 应 用 命题 2.1.5, 上 面 毫 不 费力 就 得 出 以 多 为 拓扑 子 基 的 拓扑 r+ 存在， 
这 表明 利用 子 基 导 人 拓扑 是 何等 简捷 . 但 同时 也 遗留 一 个 不 容 忽视 的 问题 :如何 
解释 如 此 定义 的 开 集 族 的 构成 ? 我 们 知道 ,每 个 A Er 是 某 些 基 开 集 之 并 ( 依 定 
义 2.1.3), 现 在 让 我 们 考察 一 下 基 开 集 ( 即 多 * 中 的 集 ) 的 结构 . 任 给 B € 到" ， 
必 有 有 限 个 集 Bis, € 多 (三 上 kn), 使 得 B= 们 Bis,, 其 中 EN,6CCR 为 
开 区 间 . 因此 依 式 (5) 有 

B= {zxEX:x, EGCEEn)). 
任何 4 € r+ 都 是 如 上 形式 的 集 的 并 . 开 集 族 r* 之 庞大 ,由 此 可 想 而 知 ,但 借助 于 
较 简 单 的 拓扑 子 基 (5), 原 则 上 已 能 完全 确定 ~ 运用 拓扑 基 或 子 基 的 好 处 ,由 此 
可 见 一 斑 . 后 面 将 看 到 许多 更 具 说 服 力 的 例子 . 
B. 邻 域 与 极限 
本 节 开 头 提 到 ,引进 拓扑 的 初衷 是 给 极限 概念 一 个 最 一 般 的 描述 . 但 在 拓扑 


(5) 
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空间 中 如 何 做 到 这 一 点 ;似乎 尚未 见 端 绪 . 问题 在 于 极限 概念 依赖 于 “ 动 点 ”对 
“定点 ”的 “无 限 接近 ”, 而 开 集 概念 并 未 直接 提供 一 个 描述 这 种 “无 限 接近 ”的 方 
法 .下面 通过 引进 邻 域 来 做 到 这 一 点 . 在 分 析 课 程 中 ,你 已 熟悉 使 用 邻 域 了 . 

以 下 设 (X,r) 是 给 定 的 拓扑 空间 . 

2.1.7 定 义 任 给 zE 环 令 

N={VCX:rIEACV(GAAEDND). (6) 

称 -Y -为 z 的 邻 域 系 , 称 每 个 7 E -YN, 为 z 的 邻 域 .车 开 集 (或 闭 集 )V 是 zz 的 邻 
域 , 则 称 V 为 z 的 开 邻 域 ( 或 闭 邻 域 ). 

设 -了 依 式 (6) ,显然 作 E -As 若 ViE€ NHN,(i 二 1,2), 则 有 4; Er 使 得 
rE€ ACV,(= 1,2), 因而 

EA A,CVNY,, 4 门 4 Er. 

这 表明 了 站 VE -Ar 若 VE NVCWCX, 则 显然 W € -了 这 就 验 明 
了 /VN, 满 足 定义 1.1. 10 中 的 条 件 (Fi)~(F,), 因 而 YN, 是 一 滤 子 , 称 为 x 的 邻 域 
滤 子 ; ,的 滤 基 (或 子 滤 基 ) 就 称 为 z 的 邻 域 基 ( 或 邻 域 子 基 ). 若 多 是 工 的 一 
个 邻 域 基 ( 或 邻 域 子 基 ) ,在 不 必 直 接 提 到 多 时 ,就 称 多 中 的 集 为 z 的 基 邻 域 ( 或 
子 基 邻 域 ). 

注意 , 邻 域 系 、 邻 域 基 、 邻 域 子 基 与 拓扑 、 拓 扑 基 、 拓 扑 子 基 有 一 种 自然 的 对 
应 关系 ,可 以 说 ,前 者 正 是 后 者 的 局 部 化 . 正 因 为 如 此 , 邻 域 基 ( 或 邻 域 子 基 ) 也 称 
为 局 部 基 ( 或 局 部 子 基 ). 对 于 处 理 拓扑 空间 中 的 局 部 问题 (例如 极限 与 连续 性 问 
题 ) ,应 用 邻 域 比 直接 应 用 拓扑 更 方便 . 而 凡 需 邻 域 系 发 挥 的 作用 , 均 可 由 邻 域 基 
(甚至 邻 域 子 基 ) 替 代 , 就 如 用 拓扑 基 ( 或 子 基 ) 替 代 拓 扑 一 样 . 实际 上 ,可 建立 邻 
域 基 与 拓扑 基 的 如 下 直接 联系 : 设 儿 性 r, 则 多 是 的 拓扑 基 ( 或 子 基 ) 的 充 要 
条 件 是 ; VY x € X， 

B= {BEB:rEB) 

是 的 一 个 邻 域 基 ( 或 邻 域 子 基 ) ,你 将 在 习题 中 ( 题 15) 证 此 结论 . 特别 地 , 取 多 
二 + 得 出 ,VY x € XX,z 的 开 邻 域 的 全 体 构成 xz 的 一 个 邻 域 基 . 因此 , 凡 用 邻 域 描 
述 的 问题 ,都 可 仅 用 开 邻 域 来 描述 ,以 致 一 些 作 者 干脆 限定 邻 域 应 为 开 邻 域 ,但 
这 种 限制 次 多 利 少 , 应 予 舍弃 . 

现在 来 考察 一 下 如 何 判定 或 求 得 邻 域 基 . 给 定 x € X 与 集 族 多 , 依 邻 域 基 
的 定义 与 定义 1.1.10, 多 是 x 的 邻 域 基 司 多 CHN, 且 多 HN,, 即 每 个 BE 多 
是 工 的 邻 域 (这 意味 着 B 包 含 z 的 一 个 开 邻 域 ), 且 多 中 含有 zz 的 任意 小 的 邻 域 
(这 意味 着 VY A € NH.,3 B € 多 :B CA). 其 次 ,名 是 zx 的 邻 域 子 基 司 多 "是 
z 的 邻 域 基 司 多 CN,, 且 每 个 4E 人 .包含 多 中 有 限 个 集 的 交 . 基于 以 上 条 
件 可 以 判定 ,对 于 x € R, 以 下 诸 集 族 均 是 x 的 邻 域 基 : 

of = {(ab) :TE (ab) apER); 
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有 一 (一 cz 十 E:0<eEGER); 
GG= (rn!l,ri+n!):n€N); 
DD= {[a,b):rE (ab),a,b € R). 
最 后 这 个 例子 提请 你 注意 : 邻 域 不 必 是 开 集 . 集 族 
= {(a,00),(— oo0,6) 1 zx € (ab) ,sab € R) 
则 是 z 的 邻 域 子 基 , 因 显然 有 2" 二 -ex 
为 了 说 明 邻 域 概念 对 于 决定 拓扑 结构 的 作用 ,我 们 举 出 与 命题 2. 1. 5 相对 
应 的 以 下 结果 ,其 证 明 循 命题 2. 1. 5 之 证 的 思路 并 无 困难 ,因而 予以 省 略 ( 在 题 
16 中 要 求 你 证 此 ). 
2.1.8 定理 ”给 定 非 空 集 XX 与 集 族 多 , C 2*(x € XX). 车 以 下 条 件 满足 : 
(VYzEX, 有 rE SD,, 
(i DYzrEX,YA,BE BB., 有 B+ ANSB, 
(i YrE XYAE BIBE BYVyE B, 有 TB,+A, 
则 X 上 存在 唯一 拓扑 ,使 得 依 此 拓扑 ,每 个 多 , 是 xz 的 邻 域 基 . 
由 此 可 见 , 以 邻 域 或 邻 域 基 作 为 出 发 点 同样 可 以 导出 拓扑 . 这 一 思想 最 先是 
由 Hausdorff 于 1914 年 提出 的 . 
现在 转向 极限 .序列 极限 是 很 简单 的 : 设 {zx,} CX 是 一 序列 , x € 和 则 依 
据 分 析 中 的 经 验 ,自然 应 规定 : 
XXIOVAEN,,InVn>n, 有 x, EA. (7) 
这 的 确 是 一 个 适当 的 极限 定义 . 但 问题 在 于 ,无 论 是 研究 拓扑 结构 之 需要 ,还 是 
为 达到 某 些 应 用 目的 ,序列 极限 都 是 不 够 的 . 我 们 早已 期 待 的 一 般 极限 理论 , 自 
然 不 应 止 于 序列 极限 . 拓 广 的 方法 是 ,用 所 谓 网 极限 来 代替 序列 极限 . 下 面 就 来 
定义 网 概念 . 
2. 1.9 定义 ” (i) 任 给 有 向 集 (了 , 委 ) 与 映射 zx: 工 一 X, 称 z 为 和 中 的 一 
个 网 或 有 向 列 , 记 作 {z :上 ET 了 ) 或 就 简写 作 {z,}, 其 中 z= 二 X00). 车 {i:6E€ 
4} 是 工 中 的 网 , 它 满足 条 件 : 
Vio ET,I6,€ A,Y6 之 ,有 如 之 i， (8) 
则 称 {xz} 为 网 {z,} 的 一 个 子 网 . 
(ii) 设 {z.} 是 XX 中 的 一 个 网 . 车 存在 x € 和, 使 得 VY A € -加 yt 之 
ty， 有 zeE4, 则 称 (z:) 为 一 个 收 钱 网 ,并 说 {x,} 收敛 于 zx, 记 作 x, 一 z. 写成 与 
式 (7) 对 照 的 形式 就 是 : 
XrIOVAEN,,IjtoVyit 宇 to ,有 x,E€ A. (7)’ 
由 式 (7)' 所 描述 的 收敛 最 早 由 Moore-Smith (1922) 所 考虑 ,因而 称 为 
Moore-Smith 收敛 . 这 种 收敛 实际 上 涵盖 了 现代 数学 中 已 知 的 各 种 收敛 性 ,应 当 
说 是 一 件 极 可 庆幸 的 事 . 
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借用 分 析 中 常用 的 一 种 说 法 ,可 将 式 (7) 表述 成 : x, ~ 局 x, 最终 进 入 zz 
的 每 个 邻 域 . 从 方法 的 角度 考虑 ,对 式 (7) 还 可 作 一 极 有 价值 的 改进 ,即将 人 
代 以 某 个 邻 域 子 基 ,这 意味 着 将 式 (7?7 修改 为 

XIVYBEB,jtoVt 之 to; 有 zx,€B, (9) 

其 中 络 是 z 的 某 个 (随便 哪 一 个 ) 邻 域 子 基 . 式 (9) 意 味 着 , zx, 一 局 工 , 最 终 进 入 
工 的 每 个 子 基 邻 域 . 事实 上 , 设 式 (9) 中 记号 “SG” 右 端的 条 件 满足 A4E NY,, 取 BB 
E BUSi<n), 使 站 BCAh; 取 54, 使 得 Yi 之 tt， 有 ZE Bi(l 志 i 全 n); 依 
有 向 集 的 性 质 可 取 t 宇 ti(1 志 i 二 n), 则 Yt 宇 t6, 有 Zz EN BiC 4, 这 表明 工 
一 x. 验证 式 (9) 中 的 条 件 通 常 要 比 验 证 式 (7)' 中 的 条 件 简单 得 多 ,这 就 提供 了 
显示 邻 域 子 基 好 处 的 第 一 个 例子 . 

网 收敛 固然 类 似 于 序列 收敛 ,但 毕竟 要 复杂 一 些 ,需要 用 较 多 的 实例 来 说 
明 . 

2. 1. 10 例 (i) N 依 通 常 的 序 生 显然 是 一 有 向 集 , 故 任何 序列 (x,} 都 是 
网 , 旦 式 (7) 是 式 (7) 的 特殊 情况 . 

(ii) Riemann 积分 . 设 f(z) 是 区 间 [a,6] 上 的 实 应 数 . 以 P= (26) 记 
[a,6] 上 的 如 下 点 组 

a 二 zo EAET = Lb, 
约定 Az; = zj 一 Xi(1 志 i 和 1),|P| 二 max Ar 以 多 记 形 如 P 的 点 组 之 全 
体 . 定义 了 过 P' 马 |P| 之 |P'|(P,P' € 多 ), 则 易 见 (多 ,二 ) 是 一 有 向 集 . 任 
给 P= {zi,6) € 多 , 令 
Sp = > CE)Ar 


则 {Sz : PE 多 ) 是 R 中 的 一 个 网 .于 是 依 条 件 式 (9) 有 
Sp>I1OVe>0,3Po,YP 之 Po, 有 SpE€ 一 < 十 6) 
SYVe>0,3Po, 当 IPI<|Pl 时 |Sp Tl<e 


b 
I limnS,= | fr)dz, 
lIPI~0 a 


最 后 这 个 极限 的 意义 与 分 析 中 定义 积分 的 极限 一 致 . 这 样 ,数学 分 析 课 程 中 最 显 
复杂 的 一 种 极限 ,现在 不 过 是 一 种 特殊 的 网 极限 而 已 . 

Giii) 设 在 R 中 采用 拓扑 忒 ( 依 2.1.2GD)), z= 1/t,t € 一 (0,00), 工 依 
通常 的 序 志 为 有 向 集 ,因而 {xz} 是 R 中 的 网 . 取 定 zx 之 0, 由 式 (2) 看 出 + 有 如 下 
邻 域 基 ; 

B= {(— oo0,7T 二 6:0<eE€ER)}. 
因 Ye 之 0,3to€ (0,00),Vt 之 to, 有 zx 二 1/t < 十 se, 故 依 式 (9) 有 z 一 工 
这 个 例子 的 特殊 之 处 在 于 :网 {z,) 收敛 于 每 个 非 负 实数 ! 
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(iv) 设 X 依 例 2.1.6, {zx'} CX 是 一 个 网 , x € 和 今 用 式 (9) 表 出 x 一 
的 条 件 . 由 式 (5) 知 x 有 如 下 邻 域 子 基 
B= {B.:i€E N,0<e€R}, 
{ = {y€EX: |y— zl|<e). 
于 是 由 式 (9) 有 
TIOViEN,Ye>0,ItoyVt 守 to,, 有 Xx EB, 
OVYiEN,YeE>0,3toyYt 之 to,; 有 |zxi 一 Zz| < 之 e 
全 ViEN; 有 天 一 工 。 
由 此 可 见 , X 中 的 网 收敛 归结 为 依 坐 标 收敛 . 这 个 结论 说 明 ,在 例 2.1.6 中 意义 
不 甚 明了 的 拓扑 定义 ,现在 看 来 是 自然 而 有 价值 的 . 
(v) 设 对 是 任 一 拓扑 空间 ,多 是 x € 的 一 个 邻 域 基 , 则 多 以 之 为 序 是 有 
向 集 ( 参 看 1.2. 2(iii)). YBE 多, 取 zxs€ B, 则 {zs: BE 嘱 } 是 一 个 网 .¥Y 4 
EE 名 ,就 取 B= 4, 则 当 BE 绝 ,B CB 时, 恒 有 zs€ BCA. 由 式 (9), 这 正 
表明 zs 一 并 特别 地 ,VYV BE€ NH,, 取 xs€ B, 则 有 zs 一 x. 这 个 例子 初 看 起 来 
颇 令 人 惊异 ,其 实 是 很 自然 的 :多 包含 了 x 的 “任意 小 ” 邻 域 , 随 着 B € 多 “任意 
小 ” zs 亦 任意 “接近 于 ”zx. 这 一 结果 本 书后 面 将 多 次 用 到 . 而 且 ,今后 将 某 个 邻 
域 基 看 作 有 向 集 时 ,总 认定 其 中 以 忆 为 序 ; 可 以 说 忆 是 邻 域 基 的 一 种 自然 序 . 
(vi) 设立,Y 是 两 个 拓扑 空间 ,下 : XN(zo) 一 Y,zoEX,{zro} 不 是 开 集 (这 
相当 于 zo 不 是 匀 中 的 孤立 点 ,参看 定义 2.1.11), y。E€E Y. 受 分 析 中 描述 函数 极 
限 的 “e-6” 语 言 的 启发 ,规定 
当 z 一 zo 了 时 Fr yo 
yr E Ns IU E NFUNT)) CT， 
现在 说 明 以 上 极限 实际 上 是 网 的 极限 . 令 
T= (VU, :UE N, ,rE UMNz)}, 
任 给 上 E (UDU,x) ET, 定义 y= 二 Fz; 规定 
(U,7X) (WW,z) SUDW,; 
则 人, 委 ) 是 一 有 向 集 , 从 而 (yy : i ET} 是 了 中 的 网 . 设 当 zx 一 zo 时 Fr yo， 
VEN,, 则 有 UEAN, ,使 FCUNzo}) CV. 取 定 x EUN{zo)( 这 样 的 z 必 存 
在 ,否则 U = {zx。}, 与 {zo) 非 开 集 相 矛盾 ), 令 t= (U,z).YVs= (W,z)€T, 当 
s 之 1 时 有 
y= Fz EE FW\Nzr)) CFOU\(r0)) CT， 
这 表明 y, 一 yo. 反之 , 设 y 一 yo 7 E NH,， 则 有 :一 (U ,zx) ET, 使 得 Ys 之 i， 
有 yy EV.YzEUNzTo), 令 5 二 (0,z), 则 s ET,s 之 1, 因而 y= Fz EV, 故 
得 F(UN{zo)) CV. 这 表明 当 一 zo 时 Fzr -> y。. 这 就 证 实 了 
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“ 当 工 一 Zoo 时 RFz- yo” Oy, > yo. 

这 样 ,无 论 序列 极限 与 函数 极限 ,都 统一 于 网 的 极限 . 

以 上 结论 无 疑 是 有 趣 的 ,但 今后 并 不 用 到 它 . 一 般 来 说 ,在 拓扑 空间 理论 中 ， 
如 上 形式 的 函数 极限 并 不 特别 方便 ,在 涉及 它 时 均 可 用 网 的 极限 来 代替 . 

从 例 2. 1. 10 已 初步 看 出 ,拓扑 空间 中 的 极限 概念 概括 了 多 种 多 样 的 特殊 情 
况 , 这 应 使 你 深 感 满意 . 但 就 建立 极限 的 一 般 理论 而 言 , 目 前 却 难 有 作为 . 虽然 不 
难 证 明 , 若 xz, 一 z, 则 {z,} 的 任何 子 网 亦 收 敛 于 zx, 但 除 此 之 外 ,已 难以 得 出 更 
多 的 结论 了 . 如 你 已 看 到 的 ,我 们 甚至 不 能 确立 极限 的 唯一 性 ( 见 例 2. 1. 10 
(iii)), 更 不 必 说 推广 分 析 学 中 有 关 极 限 的 其 他 丰富 结论 . 例如 ,能 说 到 “收敛 序 
列 有 界 ” 吗 ? 这 种 状况 或 许 会 令 人 失望 . 其 实 ,这 应 是 意料 中 的 事 , 更 多 的 结论 必 
然 依赖 于 对 空间 的 更 多 假定 , 随 着 新 的 假定 的 不 断 加 入 ,目前 尚 显 贫乏 的 极限 论 
是 会 逐步 丰富 起 来 的 . 

C. 内 部 与 闭 包 

给 定 拓扑 空间 ,XX 中 的 任何 点 集 4 都 不 妨 看 作 空 间 X 中 的 一 个 图 形 . 这 
就 促使 我 们 将 平常 图 形 的 内 部 、 边 界 等 直观 概念 推广 于 拓扑 空间 中 的 抽象 图 形 . 
在 实 分 析 中 ,你 已 熟悉 了 R 上 一 集 的 内 部 、 闭 包 等 概念 . 一 个 稍 细 的 分 析 可 以 发 
现 ,这 些 概念 其 实 可 仅 用 邻 域 来 描述 ,而 不 必 直 接 联系 于 R 的 特殊 结构 . 因此 , 它 
们 都 可 推广 到 一 般 拓扑 空间 上 ,这 正 是 本 段 所 要 做 的 . 

2.1.11 定 义 设 (X,r) 是 一 拓扑 空间 , 4 CC X. 令 


4 一 (zzEX:3Y7E- 使 AFC4)， (10) 
A={(z€EX:YVEN, 有 ANVzO), (11) 
a4={rzEX:YVEN,, 有 ANVOAA NV), (12) 
A'={r€EX:YVVEN, 有 CANz)) NV O}. (13) 


以 上 四 个 集 依次 称 为 集 4 的 内 部 . 闭 包 、 边 界 与 导 集 ,四 个 集中 的 点 分 别称 为 4 
的 内 点 、 触 点 、 边 界 点 与 聚 点 . 聚 点 也 称 为 极限 点 . 4\4' 中 的 点 称 为 4 的 孤立 

容易 验证 ,出 现 于 定义 式 (10) 一 (13) 中 的 邻 域 系 - 久 可 代 以 的 任 一 邻 域 
基 ( 但 一 般 不 可 代 以 邻 域 子 基 ). 这 一 点 对 于 4",4 等 的 运用 是 重要 的 . 

对 于 内 部 ,. 闭 包 等 概念 ,可 从 如 下 两 方面 考察 与 把 握 . 

其 一 是 注意 到 定义 赋予 概念 的 直观 意义 . 例如 , 式 (10) 无 非 是 说 ,x E 4" 名 
工 连同 其 邻近 的 点 均 属于 4; 而 式 (11) 则 可 解释 为 : x € 4 马 工 的 任 一 邻 域 仿 
有 4 中 的 点 全 4 中 有 任意 邻近 zz 的 点 . 如 果 与 我 们 从 平常 空间 中 获得 的 直觉 
经 验 联系 起 来 ,对 于 4",4 等 将 获得 更 鲜明 的 直观 印象 ,这 种 印象 对 于 这 些 概 念 
的 运用 无 疑 是 有 益 的 . 但 你 亦 不 应 走 得 太 远 ,须知 拓扑 空间 毕竟 不 是 Euclid 空 
闻 ,不 能 随意 将 来 自 常 识 的 结论 加 于 内 部 与 闭 包 等 概念 ,以 免 陷 于 廖 误 . 例如 ,车 
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在 R 中 使 用 离散 拓扑 , 取 4 = [0,1j, 则 4 是 开 集 , 因 而 0,1 均 是 4 的 内 点 ! 

其 二 是 注意 所 定义 概念 问 的 逻辑 联系 及 表达 这 种 联系 的 运算 公式 ,这 对 于 
概念 的 运用 或 许 是 更 重要 的 . 从 逻辑 上 说 ,对 应 4 一 4° 无非 是 一 种 运算 或 算 子 ， 
即 所 谓 内 部 算 子 . 类 似 地 ,可 考虑 闭 包 算 子 4 一 下 与 边界 算 子 A 一 34 等 . 这 种 
观点 有 些 形式 化 ,不 那么 富 于 直观 ,但 它 有 一 个 明显 的 好 处 , 即 对 于 运算 4 一 
4",4 一 4 等 (及 它们 与 集运 算 的 结合 ), 可 建立 若干 方便 的 演算 规则 (或 称 运算 
公式 ), 充 分 利用 这 些 规 则 ,就 可 将 某 些 拓扑 论证 归结 为 一 系列 形式 演算 . 这 种 方 
法 在 拓扑 学 中 具有 基本 意义 . 它 成 功 到 什么 程度 ,在 本 书 中 将 有 足够 多 的 机 会 去 
体会 . 就 目前 而 言 ,首要 的 问题 是 熟悉 如 下 几 个 最 基本 的 公式 : 


A= A™”, A°= (AV):; (14) 

二 =A4Ua4=4Ua4=-4UA4I (15) 
A° = 4Na4 = A\94; (16) 
aA4=A\A4'=ANA,; (17) 

= {rE€EX:rE A\z)). (18) 


初次 面 对 这 许多 公式 , 且 其 中 有 些 公式 的 直观 意义 未 必 很 明显 ,你 可 能 颇 感 性 
惑 , 其 实 无 需 过 分 耽 心 ,多 次 运用 之 后 自 会 熟练 自如 . 关键 的 公式 是 式 (14), 它 表 
达 了 闭 包 与 内 部 的 某 种 对 偶 性 或 互相 转化 关系 .所 有 公式 的 证 明 都 是 容易 的 , 建 
议 你 至 少 做 出 部 分 证 明 . 例如 ,等 式 4 = 4e 的 证 明 如 下 : 
-EAOQVVEN,, 有 VNAG 《用 式 (11)) 
OVYVEN,, 有 VEA: 
OrEAOrE A™, (用 式 (10)) 
公式 (14) 一 (18) 表 明 , 内 部 、 闲 包 、 边 界 与 导 集 四 者 中 任何 一 个 都 足以 表 出 
其 他 三 个 ,因而 他 们 对 于 刻画 拓扑 的 作用 是 等 价 的 . 不 过 ,就 方便 与 常用 而 言 , 闭 
包 似 乎 是 最 重要 的 ?, 下 面 就 来 着 重 考察 它 . 
2.1.12 定理 (i) 设 (X,7) 是 一 拓扑 空间 , 4,B CX, 则 成 立 ; 


B=G, ACA-HA, AUB=AUB, (19) 
万 二 {zx : 存在 网 {zx} CA4 使 二 一 了 }; (20) 
二 门 {8:4CBCX 且 B 为 闲 集 }; (21) 


4 是 闭 集 司 A4=A4. 
(Gii) 设 叉 是 一 非 空 集 ,其 中 定义 了 算 子 4 一 A(A CX)， 使 得 条 件 (19? 演 
足 , 则 和 上 存在 唯一 拓扑 r, 依 此 拓扑 , 么 恰 为 4 的 闭 包 ， 
定理 2.1.12 表明 ,在 X 上 给 定 一 拓扑 ,与 在 和 上 给 定 一 个 满足 条 件 (19? 的 


@ 与 闭 包 联系 最 为 密切 的 到 点 与 导 集 概念 ,在 分 析 中 颇 为 常用 ,因而 为 拓扑 空间 理论 的 开拓 者 所 
看 重 ,但 实际 上 并 不 如 闭 包 方 便 . 本 书 中 对 闭 包 、 内 部 多 有 应 用 ,而 导 集 的 使 用 则 降 至 最 低 限 度 . 
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闭 包 算 子 相当 , 式 (19) 称 为 Kuratowski 闭 包 公理 . 这 就 表明 ,对 刻画 拓扑 结构 而 
言 , 开 集 与 闭 包 的 作用 是 等 价 的 . 

证 (i) 依 闲 包 的 定义 式 (11) 直 接 看 出 加 = 名 ,4 CACA. 车 zE€ 有, 则 
对 工 的 任 给 开 邻 域 V, 有 wyEV 门 4; 因 V 也 是 yy 的 开 邻 域 ,这 又 推出 V 门 A 关 
各, 因而 由 式 (11) 有 xz € A. 这 就 证 得 二 = 4. 易 见 AUBCAUB. 若 zx € 
(4 UB), 则 有 U,VENH,, 使 得 UN 站 A=B=VN 闪 NB. 因 WAUNMNVE/,， 
而 WN 站 (AUB)= 名 , 故 x EAU B. 这 就 证 得 4UB= A UB, 于 是 式 
(19) 得 证 . 

车 有 网 {zx,} 己 4 使 zx, 一 工 , 则 结合 式 (7)' 与 式 (11) 易 见 x € A. 反之 ,车 xz 
€ A， 则 YV € N,, 有 zr EV NN A, {zxv} 是 4 中 的 网 且 zv 一 工 ( 人 参看 例 
2. 1. 10(v)). 这 证 得 式 (20). 

车 4 是 闭 集 , 则 4 是 开 集 ,因而 YVzE4 ,有 4ece-j, 而 4n4= 人， 
故 zx 蕊 A. 这 表明 A' C02), 从 而 A= 有 A. 反之 , 若 A= 4, 则 4= (4) = 4r* 
(用 式 (14)), 故 VzxE 4,4' 含 + 的 一 个 开 邻 域 ( 用 式 (10)), 这 表明 4 可 表 为 开 
集 之 并 ,因而 4: 是 开 集 , 故 4 为 闭 集 . 这 证 得 4 是 闵 集 合 4 = 4. 

以 C 记 式 (21) 之 右 端 .由 4A 忆 A= 互 ( 依 式 (19)) 推 出 所 是 包含 4 的 闭 集 ， 
故 亏 忆 C. 另 一 方面 , 若 A4 CBCX,B 是 闭 集 , 则 2ACB= B. 这 推出 A4CC， 
因此 4 = C, 式 (21) 得 证 . 

(i) 令 多 = {4CX:4h= A}). 利用 条 件 (19) 容 易 验 证 多 满足 闭 集 公理 
(CU 一 (Cs:) (参看 2.1A), 因 而 7 == 多 ' ( 依 1.1 节 式 (25)) 是 和 上 的 拓扑 ,多 恰 
为 和 中 的 闭 集 族 .暂且 以 4 记 4 关 于 拓扑 rt 的 闭 包 , 今 证 4* == 4. 因 4* 为 闭 
集 , 故 A* € 久 ， 从 而 4A* 一 4*， 于 是 ACAhA*= A*. 另 一 方面 ,由 有 二 甩 推 
出 和 4E 多 ,从 而 4= (4)', 于 是 4A4* C (4) = 4, 如 所 要 证 . 口 

定理 2.1.12 包含 了 丰富 的 结论 ,特别 值得 强调 的 是 以 下 两 点 . 

其 一 是 式 (20) 给 出 了 闲 包 的 一 个 新 的 等 价 刻画 , 它 在 形式 上 很 不 同 于 式 
(11) 与 式 (15) ,在 应 用 上 常常 是 更 方便 的 . 式 (20) 表 明 , 4 是 集 4 经 由 极限 运算 
扩张 的 结果 ,这 一 事实 凸显 出 极限 运算 对 于 刻画 拓扑 结构 的 决定 性 作用 . 由 闭 包 
的 表达 式 (20) 又 引出 如 下 结论 : 4 为 闭 集 忆 4 中 收敛 网 的 极限 均 属于 4; 或 更 
简单 些 , 4 为 闭 集 参 4 对 极限 运算 封闭 . 这 一 结论 无 论 对 于 闭 集 的 理解 与 实际 
运用 ,都 具有 基本 意义 . 唯一 可 能 使 你 疑虑 的 是 ,对 于 zE 4, 如 何 去 找 到 收敛 于 
Zz 的 网 {z,) CC A? 实际 上 ,在 理论 证 明 中 很 少 发 生 这 样 的 问题 . 

其 二 是 定理 2.1. 12 直接 导出 关于 内 部 的 一 个 平行 结果 . 由 于 内 部 与 闭 包 之 
间 的 形式 优美 的 对 偶 关 系 ( 见 式 (14)), 对 于 这 一 平行 结果 的 表述 与 证 明 都 是 明 
显 的 , 留 给 读者 作为 练习 ( 题 27) 此 处 只 是 指出 与 闭 包 公理 (19) 对 应 的 如 下 内 部 


公理 : 
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X=X, ADA=A"*, (4MNB)=A°N B°; (19)’ 
以 及 与 闭 包 公式 (21) 对 偶 的 内 部 公式 : 
A' 二 UU{B:BCA 晶 B 为 开 集 }. (21)’ 
式 (19)' 中 最 后 一 式 的 证 明 如 下 : 
(A B= CANB'Y (用 式 (14)) 
= (AUBD): (用 1.1 节 式 (3)) 
= (A U By | (用 式 (19)) 
= (A) (| (BY 《用 1.1 节 式 (3)) 
= A° |B.. 《用 式 (14)) 


从 以 上 论证 必定 会 获得 一 个 印象 :拓扑 命题 的 证 明 原 来 也 可 以 通过 演算 来 完成 ! 
今后 将 看 到 更 多 的 类 似 论证 . 
注意 ,公式 (21) 无 非 是 说 , 4 是 包含 4 的 最 小 闭 集 ;而 公式 (21)' 则 表示 , A? 
是 含 于 4 的 最 大 开 集 . 当 开 集 族 与 闭 集 族 较 简单 时 ,利用 以 上 事实 求 4 与 4* 是 
方便 的 (参看 下 面 的 例 2.1.13). 
2.1.13 例 (iD 对 于 R 的 子 集 4 求 出 4",4 等 . 设 
4 一 (一 10)U {il/n:n € N)}, 


4=[ 一 1 0]UU :ncEN)， 
a4 = {~—1,0} U {l/rn:n € N}, 
4" 一 (一 1,0)，4' = [1,0]. 
(ii) 设 在 R 中 采用 上 拓扑 一 ( 依 2.1. 2(ii)), 则 R 中 的 闭 集 族 是 
多 一 {(R,O)U([aeco) :a € R}. (用 式 (2)) 
取 4= (一 co,0], 可 直接 看 出 4* = (一 co,0). 因 包 含 4 的 唯一 闭 集 是 R, 故 4 
二 R( 用 式 (21)). 同 理 可 得 4' = R. 由 此 又 得 出 
a4 = A\A° = [a,co). (用 式 (17)) 
从 习惯 于 使 用 通常 拓扑 的 眼光 看 来 ,以 上 结果 足以 令 人 惊异 ,似乎 是 病态 
的 . 但 既然 容许 不 同 的 拓扑 存在 ,就 没有 理由 排除 这 些 似乎 有 悖 常识 的 结论 ， 
Gii) 设 式 与 + 依 式 (3), 4C 己 X. 依 拓 扑 mr 和 并 中 仅 有 的 开 集 (或 闭 集 ) 就 是 
X, 休 , 因此 依 拓扑 rt。 有 Ah" = 个, 除非 4 二 XX;4 二 久 , 除非 4 = 名 (用 式 
(21) 与 式 (21)'). 另 一 方面 , 依 拓扑 7,X 的 每 个 子 集 是 既 开 又 闭 的 集 , 因 此 依 拓 
扑 t, 有 A° 二 4 = 4. 这 个 例子 充分 说 明了 对 于 同一 个 集 4 CCX, 因 XX 中 选用 
拓扑 之 不 同 , 4 的 内 部 (或 闭 包 ?可 能 差别 甚大 . 
(iv) 设 X 是 任 一 非 空 集 , 令 
r= 二 {人 @)}U {4CX: 4 为 有 限 集 }. 
今 验证 z* 是 和 上 的 一 个 拓扑 . 为 此 ,显然 只 要 验证 集 族 
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多 二 (X}U (4CX: 4 为 有 限 集 } 
满足 闭 集 公理 (C1) 一 (C,), 而 这 是 显然 的 . 如 上 的 7 称 为 XX 上 的 有 限 补 拓扑 , 它 
是 一 个 较 小 的 拓扑 ,因而 具有 一 些 特殊 的 性 质 ,常用 作 解 释 某 些 拓扑 结论 的 例 
子 .现在 可 立即 指出 的 一 个 特殊 性 质 是 : 若 和 是 无 限 集 , 则 对 任何 无 限 子 集 4 CC 
,都 有 4 二 X. 这 可 由 所 是 唯一 的 闭 无 限 集 这 一 事实 推出 (用 式 (21)). 

(v) 设 X 是 任 一 非 空 集 , 令 

t= {0}U {4 CX: A 为 可 数 集 }， | 
则 类 似 于 (iv), 易 验证 +r 是 关上 的 一 个 拓扑 , 称 为 可 数 补 拓扑. 依 此 拓扑 ,关中 的 
闭 集 就 是 可 数 集 及 X 本 身 .车 XX 是 不 可 数 集 , 则 X 是 唯一 的 不 可 数 的 闭 集 , 故 
对 任何 不 可 数 集 4 CC 和, 必 有 A = X. 

车 基 是 有 限 集 ( 或 可 数 集 ), 则 关上 的 有 限 补 拓扑 (或 可 数 补 拓扑 ) 显 然 是 离 
散 拓扑 . 因此 ,说 到 有 限 补 ( 或 可 数 补 ) 拓 扑 空 间 XX 时 ,通常 认定 XX 含 无 限 ( 或 不 
可 数 ) 多 个 点 . 

设 4 是 可 数 补 拓扑 空间 X 的 不 可 数 真子 集 , 则 4 == X. 由 式 (20), XX 中 每 
点 是 4 中 某 个 网 的 极限 ,但 未 必 是 4 中 某 个 序列 的 极限 . 事实 上 , 任 给 序列 {z,) 
CA 与 T€ A', 因 VY = X\(z,) 是 xz 的 开 邻 域 ,而 Zz, E VOY 4n € N), 故 必定 
Tu x! 

最 后 这 个 例子 表明 ,在 刻画 闭 包 的 式 (20)? 中 ,一 般 不 可 将 网 换 成 序列 . 而 这 
又 表明 ,对 于 拓扑 结构 的 刻画 , 仅 用 序列 极限 是 不 够 的 ,这 正 是 引进 网 的 主要 原 
因 . 尽管 与 序列 相 比 网 的 运用 确 有 诸多 不 便 之 处 ,但 我 们 却 无 法 避 开 它 . 只 有 对 
某 些 特殊 的 拓扑 空间 , 式 (20) 中 的 网 才 可 代 之 以 序列 . 下 面 考虑 的 度量 空间 就 是 
如 此 . . 

D. 度量 空间 

度量 空间 虽 可 看 作 特 殊 的 拓扑 空间 ,但 其 中 存在 除 拓扑 之 外 的 其 他 结构 , 因 
而 有 关 度 量 空间 的 理论 自 成 体系 ,只 能 在 独立 的 章节 中 进行 完整 讨论 (参看 本 书 
第 4 章 ). 不 过 ,度量 空间 因 其 特有 的 直观 性 ,非常 适 于 用 作 解 释 拓 扑 概 念 的 例 
子 , 让 它 尽 早 登 场 ,对 于 拓扑 空间 理论 的 展开 ,应 可 收 到 特别 的 效果 . 

回忆 一 下 描述 序列 极限 的 条 件 (7), 它 无 非 是 说 ， 

2 并 全 当头 充分 大 时 z 进 入 工 的 任 一 邻 域 . 
这 里 ,用 “进入 zx 的 任 一 邻 域 ” 刻 画 了 对 的 “任意 接近 ”, 确 不 失 为 一 种 有 效 的 抽 
象 方法 . 但 用 邻 域 刻 画 的 任意 接近 , 既 无 数量 上 的 准确 性 (如 何 估计 误差 ?) ,又 缺 
少 直 观 性 ,毕竟 不 能 令 人 满意 . 如 果 所 说 的 是 实数 列 的 收敛 ,条 件 (7) 就 可 修改 成 
更 直观 的 如 下 表述 : 
Ti -> 并 名 ee>0 nyn no 有 |z 一 工 <e， (22) 
其 中 jz 一 x1 正 是 点 z, 与 z 之 间 的 距离 .用 距离 来 描述 两 点 之 间 的 接近 程度 ， 
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大 概 不 再 有 比 这 更 好 的 方法 了 . 而 问题 在 于 ,如 何 将 运用 距离 的 方法 推广 到 最 一 
般 的 场合 ? 按照 公理 化 数学 的 思路 ,这 有 赖 于 距离 概念 的 公理 化 , 它 由 如 下 的 简 
单 定 义 给 出 . 

2.1.14 定 义 设立 是 一 非 空 集 .车 对 任何 xz,y € XX, 规定 了 一 个 非 负 实数 
d(xz,y) 作为 I 与 > 之 间 的 距离 ,使 之 满足 如 下 距离 公理 : 

(Di) 对 称 性 : dCz,y) = d(y,zx)， 

(D:) 三 角 不 等 式 ; d(x,y) 委 dGzz) 十 d(z,y)， 

(D;) 正定 性 , d(x,y) = 三 0 怠 工 一 yY( 以 上 zyz € 对 )， 


“. 则 称 4 为 上 的 一 个 度量 或 距离 , 称 (X ,d) (或 就 说 区 ) 为 一 个 度量 空间 (或 距 


离 空 间 ). 
接近 于 定义 2.1. 14 的 定义 是 由 法 国 数学 家 Fréchet 于 1906 年 首先 给 出 的 . 
注意 , 臣 离 公理 (Di) 一 (D:) 恰 好 概括 了 常识 中 所 认 知 的 距离 的 基本 性 质 . 对 于 
距离 的 许多 应 用 来 说 ,重要 的 正 是 这 几 条 基本 性 质 ,而 距离 的 具体 计算 公式 则 未 
必 总 是 需要 的 . 
今后 提 到 度量 空间 而 未 作 说 明 时 ,总 认定 其 中 的 度量 记 为 d. 以 下 设立 是 
给 定 的 度量 空间 . 一 旦 有 了 比较 直观 而 便于 联想 的 度量 ,就 可 以 将 平常 空间 中 基 
于 距离 的 各 种 概念 与 事实 移植 于 度量 空间 . 例如 , Y x E Xir>0, 令 
B(x) = {y€ X:d(r,y) <r), 
{so = {y€EX:d(r,y) <r), 
二 者 分 别称 为 和 中 以 为 心 以 > 为 半径 的 开 球 与 闭 球 ; 开 球 就 简称 为 球 . 设 4， 
BCX,X EX, 约定 


(23) 


人 inf d(asb), 
“EAEB (24) 


d(x,B) = inf d(x,6); 
diam A = sup, d la,b). (25) 
称 4(4,B) 为 集 4 与 B 之 间 的 距离 , 称 d(x,B) 为 点 工 与 集 B 之 间 的 距离 , 称 
diam 4 为 集 4 的 直径 . 若 diam 4<co, 则 称 4 为 有 界 集 . 显然 , 4 有 界 针 A 含 
于 某 个 球 B,(z). 
就 我 们 的 主要 目标 来 说 ,最 重要 的 事情 是 利用 度量 来 定义 拓扑 . 不 难 预 计 到 
球 是 构成 拓扑 的 基本 成 员 . 令 
B= {B,(r) :x EX,r> 0). 
显然 多 * 一 卫 . 车 zy EX,r,s > 0,z € B,(x) 人 站 B,C(y), 则 
Amin{r — d(zr,z),s — d(y,z)} > 0. 
YpE€B(z), 有 
d(xz,p) dl(zr,z) 二 Td(z,p) (用 (D,)) 
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< dzz) 十 9G 委 ， 
可 见 p € B,(z). 同 理 p € B,(y), 因此 p € BCz) 门 B8(y). 这 表明 
Bs(z) CB,(z) NN Bly). 

这 就 验证 了 马 满足 命题 2. 1. 5 中 的 条 件 (iD 和 (ii), 于 是 以 多 为 拓扑 基 在 和 上 生 
成 唯一 拓扑 t+, 称 它 为 由 度量 d 生成 的 拓扑 ,或 简称 为 度量 拓扑 . 今后 当 将 度量 
空间 看 作 拓 扑 空 间 时 ,总 认定 其 中 采用 度量 拓扑 ,除非 男 有 说 明 . 

鉴于 在 第 4 章 中 将 要 系统 地 考察 一 些 常用 的 度量 空间 ,此 处 仅 列 举 几 个 最 
简单 的 例子 . 

2.1.15 例 G) 在 R" 中 ,通常 采用 所 谓 Euclid 度量 : 

d(z,y) = |z— yl|, 
1 =( 忆 lz 四” (= (x) € R"). 
如 上 定义 的 4 满足 公理 (D1) 与 (D;) 是 明显 的 ,而 (D,) 则 由 Cauchy 不 等 式 
(Dy) 委 2 7 2 (zisy: E R,1 1 nn) 

推出 . R" 中 由 度量 (26) 生 成 的 拓扑 称 为 通常 拓扑 或 Euclid 拓扑 ; 当 n 二 1 时 ,此 
处 所 定义 的 通常 拓扑 与 例 2. 1. 2(i) 一 致 . 

Gii) 设 和 是 任 给 非 空 集 ,定义 


(26) 


d(xz,y) = 人 7 ”> (27) 
1， 工 天 
则 《平凡 地 满足 距离 公理 ,这 样 的 4 称 为 X 上 的 离散 度量 .注意 (X,d) 中 的 球 
是 很 特别 的 : Y x € XX, 有 
{xz}, 0<=r 雪 1; 
X, 了 > 1. 
由 此 看 出 ,和 上 的 度量 拓扑 就 是 离散 拓扑 (参看 例 2. 1. 4(iii)). 不 过 ,应 注意 一 个 
离散 拓扑 可 以 由 异 于 式 (27) 的 度量 生成 . 
Gii) 设 (X,d) 是 任 给 度量 空间 , 令 
d'(z,y) =d(zr,y) A1 (zr,y € X), (28) 
此 处 (及 今后 ) 约 定 a A B = min{a,B}(a,B € R), 容易 验证 d' 亦 是 和 上 的 度 
量 . gd 可 能 很 不 同 于 d (例如 总 有 dd'《z,y) 三 1,d(z,y) 则 未 必 如 此 ), 但 二 者 仍 
然 生成 同一 拓扑 . 要 证 实 这 一 点 ,只 要 说 明 相 对 于 度量 4 的 球 B.(z) 与 相对 于 度 
量 d' 的 球 


B,(z) = | 


B'(x)= {(y€E X:d'(r,y) <r) 
分 别 为 空间 (X ,dQ') 与 (X,d) 中 的 开 集 . 而 为 此 ,又 只 要 注意 , 当 0 二 rr 二 1 时 恒 
有 BCz) = B’',(zx). 
最 后 这 个 例子 表明 ,同一 拓扑 可 能 由 很 不 相同 的 度量 生成 . 因此 ,对 于 与 度 
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量 拓 扑 z 有 关 的 种 种 概念 (如 开 集 . 闭 集 .极限 .连续 性 等 等 ) ,生成 的 某 个 特定 
度量 并 无 本 质 意义 . 在 历史 上 , 正 是 这 一 认识 促使 人 们 从 度量 空间 过 渡 到 更 一 般 
的 拓扑 空间 . 
再 回 到 关于 度量 拓扑 的 一 般 讨 论 . 以 下 设 X 是 给 定 的 度量 空间 . 基本 的 问 
题 是 :如 何 利用 度量 4 来 描述 和 中 的 拓扑 概念 ?度量 拓扑 有 哪些 特殊 之 处 ?下 面 
就 邻 域 .收敛 性 、 闭 包 等 逐一 考察 . 如 果 能 始终 联系 R" 这 个 样本 进行 观察 与 思 
考 ,下 面 的 讨论 将 是 极其 明白 与 自然 的 . 
(GD 邻 域 . 任 给 z E 六 , 以 下 两 个 球 族 
B= (BCz):0<rER)}， (29) 
B= (Bi(r) :nn €N} (30) 
都 是 xz 的 邻 域 基 . 事实 上 , 任 给 x 的 开 邻 域 V, 由 度量 拓扑 的 构成 , 必 有 和 中 的 
球 B,(y):TE Bly) CV. 取 rER, 使 得 0 二 r<p 一 d(xz,y), 则 VY z€ B,(z)， 
有 
d(y,z) Sd(y,7) + d(xz,z) 
<d(y,r)++r<= po, 
可 见 B(x) CB,(y) CV. 这 表明 多 是 zz 的 邻 域 基 ; 同 理 可 验证 多 亦 是 xz 的 邻 
域 基 . 通常 称 B,(x) 为 工 的 球形 邻 域 或 一 邻 域 . 像 式 (29) 与 式 (30) 这 样 特别 简 
单 的 球形 邻 域 基 存 在 , 正 是 度量 拓扑 的 特殊 优势 . 
Gii) 极限 . 设 {xz} 是 关中 的 网 , x € X. 采用 式 (29) 中 的 多 并 用 式 (9) 得 到 
TIOVYr>>0,3toVt 之 to, 有 Xx € B,(z) 
Yr 这 0,IjtosYVt 守 ;有 dlz,7X) 二 r， 
这 就 表明 
TI d(r,r)— 0. (31) 
据 此 ,度量 空间 中 的 收敛 也 称 为 度量 收敛 . 
Giii) 闭 包 . 设 4 CC 和 今 建 立 特别 有 价值 的 以 下 公式 : 
4=(z: 存在 序列 {z,} 己 A 使 xz, 一 工 } (32) 
={z EX:d(r,A) = 0)}. (33) 
任 给 xz€ 4, 因 z 有 表 如 式 (30) 的 邻 域 基 , 故 Yn€E€N, 有 zx,€ Byn(z) 站 4, 于 
是 {zx,} CA 和 且 xz, 一 工 (用 例 2.1.10(v)). 这 表明 等 式 (32) 成 立 .由 {zx,) C 4， 
2 一 工 推 出 
dz,4) 委 dzz) 一 0， (用 式 (24) . 式 (31)) 
故 dz,4) = 0. 反之 , 若 dz,4) = 0, 则 由 式 (24) 知 ,Yn € N, 必 有 zz, € 4， 
使 d(x,z,) < 1/n. 这 就 得 到 {zx,) C 4,z 一 ,因而 由 式 (32) 有 xz € 4. 这 表 
明 式 (33) 成 立 . 
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2.2 有 上映 射 


设 (X ,rx) 与 (Y ,ty) 是 给 定 的 拓扑 空间 ,分 别 以 多 x 与 多 y 记 XX 与 Y 中 的 
闭 集 族 ;对 于 任何 x € 和 ,yE 了, 分 别 以 Y, 与 YN, 记 点 x 与 > 的 邻 域 系 . 若 
下 :X 一 7 C2x, 有 CC27, 则 约定 

Fo 一 {F4:4Eoz)， 
F-1%B = {F-1B: BE %), 
因而 F_er C27 ,F712 CC 2X. 对 于 记号 的 以 上 约定 在 今后 一 直 保 持 有 效 . 

对 于 一 个 映射 下 : 了 一 Y, 我 们 关心 的 是 它 是 否 保 持 X 中 的 某 些 拓扑 事实 ? 
关注 的 重点 是 ;是 否 能 从 zx,-> 工 推出 Fz 一 Fz?F 是 否 将 开 集 映 为 开 集 ?F 是 否 
将 闭 集 映 成 闭 集 ? 这 些 问 题 引出 三 个 概念 :连续 映射 \ 开 映射 与 闭 映 射 , 下 面 分 别 
予以 讨论 ,重点 自然 是 连续 映射 . 

A. 连续 映射 

你 从 数学 分 析 课 程 知道 ,一 个 函数 : R 一 R 在 点 zx € R 连续 意味 着 

ee 二 0,36>>0,VyE€R, 
当 |z 一 ?|<S 时 |jz) 一 Fo <e. 
以 dlz,y) 取代 |z 一 y1, 条 件 式 (1) 直 接 过 渡 到 度量 空间 之 间 的 映射 的 连续 性 条 
件 : 若 和 ,7 是 度量 空间 , F : 和 一 了 是 一 映射 , x € 和, 则 下 在 xz 连续 可 定义 为 
Ye>0,36>0,YyE€X, 
(s d(x,y) < 时 dCOFzFy) <e. 
利用 球 记号 ( 见 2. 1 节 式 (23)) ,可 将 条 件 (3) 改 写 为 
Ve>0,38>0:FBCz)CBCFz)O | (4) 
如 果 进 而 以 邻 域 取 代 式 (4) 中 的 球 ,就 得 到 拓扑 空间 之 间 的 映射 连续 的 定义 . 
2. 2.1 定 义 设 X 与 Y 是 拓扑 空间 ,Ff :X->Y,zx € XX. 若 
FHF Ne BBVYV EE NeydU EE NFUCV (5) 
(参照 式 (1) 与 1.1 节 式 (26),2.1 节 式 (6)), 则 说 下 在 点 连续 .车 下 在 上 每 
点 连续 , 则 称 己 为 从 和 到 了 的 连续 映射 . 

为 了 表达 简便 ,今后 使 用 如 下 记号 ,它们 在 现代 数学 文献 中 (不 限于 拓扑 学 ) 
是 通行 的 : C(X,Y) 表示 从 XX 到 Y 的 连续 映射 之 全 体 , 而 令 CC(X) = CCX,R)， 
通常 以 f,g 等 记 C(X) 中 的 元 ,并 称 之 为 连续 函数 . 


(1) 


(2) 


(3) 


@ 此 处 Bs《x) 与 Be(Fx) 分 别 记 X 与 Y 中 的 球 . 只 要 依 上 下 文 不 致 温 清 ,今后 在 不 同 度量 空间 中 都 
采用 同样 的 球 记号 ， 
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你 从 分 析 课 程 中 所 熟悉 的 连续 函数 , 当然 都 是 定义 2. 2. 1 意义 下 的 连续 函 
数 . 在 一 般 拓 扑 空间 X 中 ,容易 依 定义 2. 2. 1 验证 常 值 映射 ( 即 满足 Fx = yo 的 
映射 ，y。 EY 固定 )、 单 位 映射 1x 是 连续 映射 . 再 举 出 X 上 的 连续 映射 的 进一步 
的 例子 则 已 不 容易 . 

如 同 在 数学 分 析 中 一 样 ,连续 函 数 的 和 、 差 、 积 、 商 (分 母 不 取 零 值 ) 是 连续 函 
数 ( 习 题 49) ,连续 映射 的 复合 映射 是 连续 映射 . 这 些 结论 是 近 于 平凡 的 ,其 证 明 
可 直接 仿照 分 析 中 的 证 法 作出 ,此 处 无 需 详 述 . 

对 于 连续 性 的 刻画 , 倒 还 值得 作 某 些 进一步 的 探讨 . 首先 考虑 在 一 点 的 连续 
性 ,条 件 (5) 可 表 为 一 系列 形式 上 稍 异 的 等 价 条 件 , 我 们 将 其 写成 如 下 命题 . 

2.2.2 命题 设 己 :和 一 Y,zEX, 则 以 下 条 件 互相 等 价 : 

(1) 在 z 连续 ; 

Gi) Fr C HN,, 即 Fz 的 邻 域 的 原 像 是 工 的 邻 域 ; 

(iii) 对 二 的 某 个 (或 任何 ) 邻 域 基 -ew ,Fz 的 某 个 (或 任何 ) 邻 域 子 基 到 ,有 

Fx t+%,WYBE BIAEAFACB. (6) 

(iv) 车 在 了 基 中 z, 一式, 则 在 Y 了 中 Fz, 一 Fz. 

对 于 条 件 Gi) 中 的 “ 某 个 ”与 “任何 ” 作 这 样 理解 : 当 (Giii) 用 作 在 连续 的 
充分 条 件 时 取 “ 某 个 ”, 而 用 作 必 要 条 件 时 则 取 “ 任 何 ”. 今后 遇 到 类 似 情 况 时 都 作 
此 理解 . 

证 (i) 二 (ij). 这 由 以 下 推理 得 出 (参考 定义 1.1.10): 

FN FN > Nt EN FN CN,, 
Qi) 过 Gii). 类 似 于 上 面 的 推理 ,有 
FiNp CN > FIBTCN > A FN, FF- 1% > Fy + BB. 
(iii) 坊 (iv). 设 xv 是 zz 的 某 个 邻 域 基 , 多 是 Fz 的 某 个 邻 域 子 基 ， 
Fx + 多 ,在 久 中 xz, 一. 任 给 BE 镶 , 取 AE .xy 使 FACB. 取 t, 使 得 
Vt 之 io, 有 xz 4, 从 而 Fz, € B. 这 正 表 明 Fx, 一 Fx (用 2.1 节 式 (9)). 

(iv) 才 (0). 若 下 在 xz 不 连续 , 则 条 件 式 (5) 不 成 立 , 即 有 V € Nr,, 使 得 YU 
EN,, 有 FU CV, 即 有 zu EU,Fzrv EV. 这 就 得 出 XX 中 的 网 (zuoj ,zu 一 工 
(用 例 2.1.10(v)), 而 Fzu 六 已 rz. 这 表明 (iv) 二 G0). 口 

依 定义 2. 2.1, 连 续 性 无 疑 是 一 个 局 部 概念 . 验证 FF: XX 一 了 在 连续 时 ,只 
需 考虑 了 在 zx 的 邻近 ( 妈 某 个 邻 域 内 ) 的 性 质 就 够 了 ,完全 不 必 顾 及 FF 在 它 处 的 
行为 . 即使 在 x 的 某 邻 域外 随意 改变 fF, 也 不 会 影响 F 在 z 的 连续 性 . 

尽管 如 此 ,但 若 说 及 下 在 和 上 连续 ,就 可 给 出 某 些 整体 性 的 或 “无 点 化 ”的 
刻画 ,以 下 结果 是 基本 的 . 

2.2.3 定 理 对 于 上 映射 下 :和 X 一 了 , 以 下 条 件 互相 等 价 : 

(已 ECCX7); 
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GD Firy Cr OF ig) CC Fy); 

Gii) 对 了 的 某 个 (或 任何 ?拓扑 子 基 鹏 ,有 天 :多 CC rx; 

(Gv)YBCY, 有 F-1B°C (CRF-IB)。; 

(vyY)YBCY, 有 F-1BDF-'B; 

(vD)Y A:CX, 有 FACFA. 

证 (让) 二 (i 让). 设 下 连续 , BE 多 y,{x} CF-1B 是 一 个 网 , x, 一 +E€ 义 , 则 

Xx, Fx € B (用 定理 2.2.2 及 B 为 闭 集 ), 从 而 7E FIB, 可 见 F 1B 为 闭 集 . 
2yCF 8x. 由 开 集 与 闭 集 的 互补 性 质 及 1. 1 节 式 (15) 得 出 1ry 
Cr 全 天 -yyC x. 

(ii)=(ii) 是 平凡 的 . 

Gii) 二 Giv). 设 多 依 条 件 Gii), B CY,zx € F-1B°, 今 要 证 x € (CE-1B)" 因 
Fz E B*, 故 B 是 Fz 的 今 域 ,于 是 有 有 限 个 B, E 多 ,使 得 Fx € [BiCB, 从 而 

EFINB)=N (F711B)C FB. 

因 F-1B; € rx, 故 站 (FT1Bi) € rx,X EE (FF~1B)*, 如 所 要 证 . 

Qiv) 二 (v) 由 2.1 节 式 (14) 与 1.1 节 式 (15) 得 出 (你 不 妨 写 出 细节 ). 

(v) 二 (vj). 任 给 4 CX, 由 条 件 (v) 推 出 : 

FACFFIFACFF-!1FACFA. (用 1.1 节 式 (13)) 

(vi) 过 (i). 设 条 件 (vi) 满 足 x € X, 今 证 在 xz 连续 , 即 玉 YA,+ Nis. 任 取 
VE Nrz, 令 U=FV, 则 FU CV, 只 要 证 UE€ /Ns, 即 xz EU 这 由 以 下 
推理 得 出 : 


rEF-IV° = (F-1V'): (用 1.1 节 式 (15),2. 1 节 式 (14)) 
CCF-IFF-IV 一 CR-IR7) (用 1.1 节 式 (13)) 
CFAIF UY CC (TD =U.. (用 条 件 (vi)) 口 


定理 2. 2. 3 中 最 常用 的 连续 性 条 件 无 疑 是 (ii) (或 (让)), 它 可 简单 地 表 为 
“ 开 集 (或 子 基 开 集 ) 的 原 像 是 开 集 ”. 这 种 形式 的 条 件 的 优势 无 疑 与 集 映射 B 一 
F -8 的 良好 性 质 有 关 ( 参 考 1. 1 节 式 (15)). 

读 过 命题 2. 2. 2 与 定理 2. 2. 3 的 证 明 , 你 会 感到 其 中 充满 了 对 于 集 的 演算 
(包括 集运 算 与 取 内 部 、 闭 包 的 运算 ), 这 与 你 在 分 析 课 程 中 所 习惯 的 ^e-6 论证 ” 
相 比 ,可 以 说 是 大 异 其 趣 . 集 论 方法 的 充分 运用 ,无 疑 是 拓扑 学 的 基本 特色 之 一 ， 
这 是 你 在 学 习 时 不 可 不 细 加 体会 的 . 

将 定理 2. 2. 3ii) 用 到 拓扑 空间 上 的 实 函 数 ,得 到 特别 方便 的 如 下 连续 性 条 件 . 

2.2.4 推论 设 丰 :X 一 有 .为 使 和 FE CCX)， 以 下 每 个 条 件 均 是 必要 且 充 
分 的 : 

GG)VaER, 集 {f/f 过 4) 与 集 {f 之 a) 均 为 开 集 ; 
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Gi)YaER, 集 {f/f 过 a) 与 集 {f 之 a) 均 为 闭 集 ; 
Gii)Ya€ R, 集 {f 二 a) 与 集 {f 过 a) 分 别 为 开 集 与 闭 集 ; 
Gv)YacER, 集 (> a) 与 集 ( 太 >) 分别 为 开 集 与 闭 集 ， 
此 处 及 今后 均 使 用 流行 的 如 下 记号 : 
{f<a}= {rEX: f(x) 一 ch) (7) 
参照 式 (7) ,记号 {f 之 a},{f 志 a},{f 之 a) 及 {f == a) 等 的 意义 是 自明 的 . 
证 容易 看 出 (i)~ Civ) 互相 等 价 , 故 只 要 证 (i). 注意 
{f <a}=f (~ %,a),(f > 0a) = f(a,0%0), 
而 (( 一 00,4), (a,00) : a € R} 是 R 的 拓扑 子 基 ( 依 例 2. 1. 4(ii)), 于 是 直接 从 定 
理 2.2.3Gi) 推 出 : f € C(X) 马 条 件 (i) 成 立 . 口 
定理 2. 2.2 一 2. 2.4 所 提供 的 丰富 结论 可 作 多 方面 的 应 用 . 首先 ,它们 为 判 
定 连续 性 提供 了 较 多 的 途径 ,这 就 使 我 们 有 可 能 获得 较 多 的 连续 映射 的 例子 . 其 
次 ,这 些 结果 提供 了 用 连续 映射 构成 开 集 与 闭 集 的 普遍 方法 . 下 面 用 一 些 例子 来 
作 解 释 . 
2.2.5 例 (i) 设 X 上 给 定 了 两 个 拓扑 r,r， 比 较 二 者 的 大 小 是 重要 的 . 由 
定理 2.2.3(ii), r 怀 r 等 价 于 单位 映射 
lx: (X,r) 一 (Xr) (8) 
连续 . 基于 此 ,应 用 命题 2. 2. 2 与 定理 2. 2. 3 又 得 出 < 忆 mm 的 如 下 等 价 条 件 : 
Ga)YzEXz 依 z 的 邻 域 都 是 z 依 z 的 邻 域 ( 用 定理 2. 2. 2(ii)). 
(b) 车 在 X 中 依 r 有 二 则 依 式 亦 有 xz, 一 工 (用 定理 2. 2. 2(iv)). 这 意 
味 着 较 强 的 拓扑 有 较 强 的 收敛 性 . 
《c) r 的 某 个 子 基 仿 于 r+ (用 定理 2. 2. 3Gii)). 
Cd)V4CX,4 依 = 的 内 部 包含 4 依 的 内 部 (用 定理 2. 2. 3(iv)). 这 意味 
着 较 大 的 拓扑 有 较 大 的 内 部 . 
(le)Y ACX,A 依 rt 的 闭 包 含 于 4 依 c 的 闭 包 (用 定理 2.2.3(vi)). 这 意味 
着 较 大 的 拓扑 有 较 小 的 闭 包 . 
在 需要 比较 两 个 拓扑 的 强 弱 时 ,以 上 结论 是 重要 的 . 
(ii) 设 ACX,f==X， 则 


OO, ro0, 
vn 0<<- 委 1， 
X,， r>1; 
OO，r 宇 1， 
oa 0 委 - 志 1]， 
和 ， 7 了 < 0. 
于 是 由 推论 2.2.4 推 出 : f € C(X) 名 4 与 A' 均 为 开 集 结 A 是 既 开 又 闭 之 集 . 
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Qi) 对 任何 f,g : 立 一 R, 定义 
(f V g)(7x) = max{(f (xz),g(7x))}, (9) 
(f A g(x) = min{f (x),g (x))}. 


算 


mi 


(f ,gy>fVg5(f,g >/hAg 
统称 为 格 运算 .我们 指出 , CC(X) 对 格 运算 是 封闭 的 , 即 若 Ag € CC(X), 则 必 有 
fV gEC(X),fA gE CC(X). 由 推论 2.2.4, 为 证 /V g € CC(X), 只 要 指出 
VrER, 有 
{f Vg<r}= {f/f<r}N {g<r), 
{f Vg>r}= {f/f>r}U {g>7). 
(iv) 设 久 为 度量 空间 , ACX,f(zr) = d(xz,4A)( 依 2. 1 节 式 (24)). 任 给 工 ， 
y EX,a€ A, 有 
d(xz,a) dl(zr,y) + dl(y,a). 
以 上 不 等 式 两 边 对 a E 4 取 下 确 界 得 
flr) Sadlzr,y) + fy) ,WB fz) — fy) Sadr,y). 
同 理 有 f(y) 一 f(z) 过 d(x,y). 因而 
ld(x,A)— dly,A)| = |f(r) — f(y)| d(x,y). (10) 
由 以 上 不 等 式 立 得 f € C(X). 在 度量 空间 理论 中 ,这样 的 了 是 一 个 简单 而 有 用 
的 工具 . 任 给 > 0, 直接 由 推论 2. 2.4 得 出 集 (1 二 7r) 与 {f 声 r}, 即 
(TEX:d(zr,A) <r} 与 {rEX:d(r,A) Er) 
分 别 为 开 集 与 闭 集 . 特别 , 取 4A = {a} (a € XX) 得 出 : 球 B,(a) 与 B,(a) 分 别 为 开 
集 与 闭 集 . 
B. 开 映 射 与 闭 映 射 
我 们 在 定理 2. 2. 3 中 看 到 ,在 连续 映射 下 , 开 集 的 原 像 是 开 集 (定理 2. 2.3 
(ii)). 这 一 性 质 不 应 与 “ 映 开 集 为 开 集 ” 相 混 淆 ,后 者 是 另 一 类 映射 所 具有 的 性 
质 ,我们 现在 就 来 考虑 这 类 映射 . 
2.2.6 定 义 设 焉 :XY. 若 Ff, Cr, 则 称 F 为 开 映 射 ;车 FxC 多 y， 
则 称 为 闭 映 射 . 
就 应 用 的 广泛 性 而 言 , 开 上 映射 与 闭 上 映射 当然 不 及 连续 映射 ,但 仍 有 其 重要 
性 .一 方面 ,在 与 拓扑 结构 有 关 的 问题 中 开 映 射 与 闭 映射 概念 是 必要 的 ; 另 一 方 
面 , 开 映 射 与 闭 映 射 也 常常 自然 地 出 现 于 数学 的 其 他 领域 . 
用 很 简单 的 例子 就 可 说 明 ,连续 映射 . 开 上 映射 与 闭 映射 三 者 互 有 差异 


@ 准确 地 说 ,连续 映射 \ 开 映射 与 闭 映射 三 者 互相 独立 ,肯定 或 否定 其 中 任 一 个 ,可 组 合 出 8 种 情 
况 , 每 种 情况 的 实例 都 不 难 举 出 . 
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2.2.7 例 Gi) 设 五 = 1x 依 式 (8). 若 rt 必 关 7 则 下 是 连续 映射 ,但 非 开 
映射 与 闭 映射 ; 若 rC 忆 去 r+, 则 FF 是 开 上 映射 与 闭 映 射 ,而 非 连续 映射 . 

(ii) 映射 

F:R—R, re’ 
是 开 上 映射 但 非 闭 映射 ,，FR = 〈0,co) 就 不 是 闭 集 . 
Giii) 常 值 映射 
F:R"—>R’, zxz—>0 
显然 是 闭 映射 ,但 非 开 映射 . 

对 于 开 映 射 亦 可 给 出 若干 不 同形 式 的 等 价 刻画 ,以 下 结果 可 与 定理 2. 2. 2 
及 定理 2. 2. 3 相对 照 . 

2. 2. 8 定理 ”对 于 映射 已 :和 一 了 , 以 下 条 件 互相 等 价 : 

G) FF 是 开 上 映射 

Qi) 对 于 和 的 某 个 (或 任何 ?拓扑 基 朋 , 有 下 朋 Cr 

(iDYzxEX, 有 FN, CNrs (对 照 定理 2.2. 2(ii)); 

Gv)YzEX, 有 ZX 的 邻 域 基 多,, 使 得 FB, CC Ns; 

(v)Y 4A CX, 有 FAh°CC(FA)* (对照 定理 2.2.3(iv)); 

(vi)Y BCY, 有 F-!1B* 妨 (FF-1B)’; 

(vi )YBCY, 有 fF-1B CF iB (对 照 定 理 2.2.3(v)(vi)). 

证 (二 () 是 平凡 的 . 

(9) 坟 G). 设 多 依 条 件 GD), A E€ NHN,, 今 证 FA E€ Nr, 即 Fr€ (FA).. 
取 BE 多 ,使 YE BCAh, 则 FrE€ FBCFA, 而 fFBEty, 故 Fr € (FA)"， 
如 所 要 证 . 

(iii) 一 (iv) 是 平凡 的 . 

(iv) 字 (Vv). 设 ACX,rzE 4°, 今 证 FrE€ (FA)', 即 FAE€ Nri. 设 多 , 依 
条 件 (iv),; 则 有 BEB,, 使 TE BCAh, 从 而 Fr€E FBCFA. 因 FBE€ Nr 
故 FA E Ns, 如 所 要 证 . 

(v) 过 (vi). 设 条 件 (v) 满 足 ，B CY, 则 

(F-1B) C FAIF(F-1B) CF-1(FF-1B) CF-1B.. 
(vi) 之 (vii) ,参考 定理 2.2.3 中 (iv) 一 (v) 之 证 . 
《vii) 过 (i). 设 条 件 (vii) 满 足 ,， 4 CX 是 开 集 , 则 
F-!1 (FA)Y C (FIFA) CA = A’; 
FACFF-ICFA)) C (FA)) = (FA)®, 
这 表明 FA 是 开 集 . 故 下 为 开 映 射 . 口 

对 照 定理 2. 2. 3 与 定理 2. 2. 8 你 会 发 现 ,二 者 的 某 些 条 件 似乎 恰好 相对 , 例 

如 FF-1B° CCF-1B)* (定理 2.2.3(iv)) 与 AC (FA)* (定理 2.2.8(v)). 这 与 以 


第 2 章 拓扑 空间 “51* 


下 事实 是 一 致 的 :车 是 双 射 , 则 下 连续 入- "是 开 映 射 
关于 闭 映 射 的 结论 似乎 少 些 1 
2. 2.9 命题 下 : X 了 是 闭 里 射 品 YAC X, 有 有 DR 
证 明 是 平凡 的 . 
综合 定理 2. 2. 3,2. 2. 8 与 命题 2. 2. 9, 可 得 如 下 结论 . 
2.2.10 推 论 设 已 :X 一 了 是 一 映射 . 
G) 若是 连续 开 上 映射 , 则 


F- 1B* = (FB), F-'B= FB. (BCY) (11) 
(ii) 若 下 是 连续 开 满 射 , 则 
Frx=ty, FN,= /Nes (x € XX); (12) 


当 多 是 X 的 拓扑 基 ( 或 zx 的 邻 域 基 ) 时 , fF 多 是 了 的 拓扑 基 ( 或 Rz 的 邻 域 基 ). 
Gii) 若是 连续 闭 映射 , 则 | 
FA=FA (ACX). (13) 
车 是 连续 闭 满 射 , 则 FFx = 多 v. 


2.3 拓扑 的 构成 


我 们 曾 多 次 强调 拓扑 空间 的 基本 性 与 一 般 性 . 但 到 现在 为 止 , 所 接触 到 的 拓 
扑 空间 的 例子 似乎 并 不 多 ,这 与 暂时 缺少 构成 拓扑 的 系统 方法 有 关 . 构成 拓扑 的 
主要 方法 有 如 下 几 种 . 其 一 是 直接 给 出 拓扑 ,或 给 出 拓扑 基 ( 子 基 ) ,然后 由 其 生 
成 拓扑 ,这 是 我 们 在 2. 1A 中 已 讨论 并 尝试 过 的 方法 , 它 无 疑 是 必要 的 ,今后 仍 将 
使 用 ,但 迄今 似乎 只 提供 了 一 些 零 散 的 例子 .其 二 是 首先 给 出 异 于 拓扑 的 其 他 结 
构 , 然 后 由 这 些 结构 导出 (或 生成 ) 拓 扑 . 由 度量 生成 拓扑 就 是 这 种 方法 的 一 个 典 
型 例子 ,如 在 2. 1D 中 所 看 到 的 ,这 确实 是 构成 拓扑 的 一 种 简单 而 有 效 的 方法 , 它 
提供 了 一 批 拓 扑 空间 的 例子 .但 这 种 方法 涉及 像 度 量 这 样 更 特殊 结构 的 给 定 , 只 
能 用 来 构成 较 特殊 的 拓扑 空间 . 另外 一 种 似乎 更 具 普遍 意义 的 方法 是 ,用 已 有 的 
拓扑 空间 作为 “材料 ”, 通 过 某 些 标准 的 程序 (例如 映射 与 “运算 ”) 构 成 新 的 拓扑 
空间 . 这 正 是 本 节 所 要 介绍 的 方法 , 它 包括 相对 拓扑 、 积 拓扑 与 商 拓扑 的 构成 . 在 
某 种 意义 上 ,可 将 这 种 方法 称 为 拓扑 空间 的 “运算 ”, 由 此 可 从 少数 “基本 的 ”拓扑 
空间 出 发 ,获得 大 量 拓扑 空间 的 例子 . 你 可 能 已 经 熟悉 从 已 知 向 量 空间 构成 子 空 
间 、 积 空间 与 商 空间 ,那么 本 节 所 述 的 构成 方法 正 可 与 之 类 比 ,但 此 处 无 疑 涉 及 
更 复杂 的 处 理 . 

A. 相对 拓扑 

设 (X,7) 是 给 定 的 拓扑 空间 ， GFAS CX. 知 ” 是 从 X 到 某 个 拓扑 空间 的 
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映射 ,应 如 何 界 定 下 |S 的 连续 性 ? 实际 上 ,这 涉及 如 何 将 3 看 作 拓扑 空间 的 问 
题 . 现在 就 来 提出 一 般 的 解法 , 它 其 实 是 很 简单 的 . 
2.3.1 定 义 设 人 去 SCX. 令 
ts={SNMA:AEr), (1) 
则 5 是 S 上 的 一 个 拓扑 (试验 证 之 !), 称 它 为 r 在 S 上 导出 的 相对 拓扑 ,或 简称 
为 S$ 上 的 相对 拓扑 ; 称 (5 ,ts) 为 (X,r) 的 拓扑 子 空间 ,或 者 说 9 是 .X 的 子 空 
间 . 
今后 说 到 拓扑 空间 SCS CC X) 而 未 加 说 明 时 ,总 认定 其 中 使 用 相对 拓扑 ;而 
对 于 任何 非 空 的 SC R", 未 加 说 明 时 总 认定 其 中 使 用 由 通常 拓扑 导出 的 相对 拓 
扑 , 或 称 为 S 上 的 通常 拓扑 . 凡 基 于 相对 拓扑 的 概念 均 冠 以 相对 二 字 . 例如 ,rs 
中 的 集 称 为 相对 开 集 ; (S ,ts) 中 的 闭 集 称 为 相对 闭 集 , 即 4 CS 是 相对 闭 集 全 
SMEri4C35 在 (3,rs) 中 的 闭 包 称 为 相对 闭 包 ,如 此 等 等 .车 S 是 基 中 的 开 
(或 闭 ) 集 ,就 称 S 为 XX 的 开 ( 或 闭 ) 子 空间 .车 S 是 开 ( 或 闭 ) 子 空间 , 则 S 中 的 相 
对 开 集 (或 相对 闭 集 ? 就 是 开 集 (或 闭 集 ). 在 其 他 情况 下 , S 中 的 相对 开 集 (或 相 
对 闭 集 ) 未 必 是 中 的 开 集 (或 闭 集 ). 
关于 相对 拓扑 的 主要 问题 是 ;如 何 通 过 有 关 原 拓扑 的 适当 概念 来 表达 或 解 
释 相 对 概念 ? 这 一 问题 的 解决 并 不 难 , 以 下 命题 汇集 了 主要 的 结论 . 
2. 3.2 命题 设 (5S,rs) 是 (X,?) 的 拓扑 子 空间 , 则 以 下 结论 成 立 : 
Gi) 车 多 是 XX 的 一 个 拓扑 基 ( 或 拓扑 子 基 )), 则 
B= {SB:BE %} (2) 
是 5 的 一 个 拓扑 基 ( 或 拓扑 子 基 ). 
Gi) S 中 的 相对 闭 集 族 久 s 可 表 为 (对 照 式 (1)) 
多 ss 二 {4S 人 |: 下 CX 为 闭 集 }. (3) 
Gi)YzxzE€E5,4C5S,4 是 z 的 相对 邻 域 喇 存在 zz 的 邻 域 B, 使 得 4 = 
SNB. 
Gv) 设 {x,} CS 是 一 个 网 , x € S, 则 在 (5S,ts) 中 zx 一 z 忆 在 (X,7) 中 
zz. 
(v) 任 给 4 性 5,4 的 相对 闭 包 = S 门 4. 
(vi) 设 了 是 一 个 拓扑 空间 , FF :XX 一 了 ,G :YY 一 5, 则 
| FECCXRY) > FIS € CCS,Y); 
GEC(Y,S) OG ECOY,X). 
证 大 部 分 结论 的 证 明 都 是 平凡 的 ,详细 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 ,下 面 只 
写 出 结论 Gii) 的 证 明 . 


Q@@ 车 z 七 S，, 即使 在 (X,r) 中 心 一 z 在 (5S,rs) 中 也 谈 不 上 xz 一 之. 
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首先 设 4 是 zz 的 相对 邻 域 , 则 4 必 会 = 的 某 个 相对 开 邻 域 S 站 V,VEr 
(用 式 (1)). 令 B=4UY, 则 已 是 z 的 邻 域 ,S 门 有 = 4. 反 之, 若 4=SNB， 
B 是 z 的 邻 域 , 则 有 VET, 使 zEVCB; 于 是 

ESNMNMVCSNB=A, SNVeEer, 

故 4 是 z 的 相对 邻 域 . 口 

如 果 说 有 关 相对 拓扑 的 结论 大 都 很 简单 ,那么 有 关 相 对 拓扑 的 直观 印象 则 
仍 有 待 于 从 实例 中 获得 . 用 实 直线 上 的 例子 就 很 能 说 明 问 题 . R 的 简单 性 有 助 
于 对 概念 的 描述 ,而 且 容 易 与 分 析 中 的 经 验 联系 起 来 . 且 看 下 面 的 例子 . 

2.3.3 例 设 S==[0,2) CR,rts 记 相对 拓扑 .下 面 依据 命题 2.3.2 中 的 顺序 
考虑 S 中 的 诸 相 对 概念 . 

Qi) 拓扑 基 . 设 多 依 2.1 节 式 (4), 则 

多 ;= {[0;7) ,7,2) :0 委 r 委 2) (用 式 (2)) 
是 S 的 一 个 拓扑 子 基 ,因而 S 有 如 下 拓扑 基 : 
{[0,8), Ca,8) :0a< pe2). 
(ii) 开 集 与 闭 集 . [0,1) = Sn (一 1,1) 是 S 中 的 相对 开 集 ， 
[1,2) = SN [1,2] 

是 S 中 的 相对 闭 集 .但 [0,1) 并 非 开 集 ,[1,2) 也 不 是 闭 集 . 事实 上 ,在 拓扑 空间 S 
中 ,0 是 [0,1) 的 内 点 ,而 2 并 不 是 集 [1,2) 的 边界 点 , 因 2 根本 不 在 空间 S 之 内 . 
这 些 事实 ,在 初次 接触 相对 拓扑 时 是 须 特别 注意 的 . 

Gii) 邻 域 . Ve € (0,2j,[0,e)= 二 SN (一 1,e) 是 0 在 S 中 的 相对 邻 域 ,但 
它 不 是 0 的 邻 域 . [0,e) 可 称 为 0 的 右 邻 域 . 实际 上 在 数学 分 析 中 已 用 到 右 邻 域 ， 
并 用 它 来 刻画 单方 极限 与 单 边 连 续 , 尽 管 那 时 并 未 直接 提 到 相对 拓扑. 

(iv) 收 合 性 . 设 工 ,二 1,y, 二 2 一 n7!1,n EN, 则 在 R 与 5 中 均 有 x, ~>0， 
这 就 是 分 析 中 所 说 的 x, 一 0+. 另 一 方面 ,尽管 在 R 中 y, 一 2, 但 在 5S 中 {y,) 却 
不 收敛 ! 

(v) 闭 包 . 设 4= (1,2), 则 有 = [1,2], 于 是 

4 的 相对 闭 包 = 5S 门 4 = [1,2)， 
4 的 相对 边界 = [1,2)\(1,2) = {1}， 

即 4 仅 有 一 个 相对 边界 点 1,2 并 非 4 的 相对 边界 点 . 类 似 地 , B = [0,1j 仅 有 一 
个 相对 边界 点 1, 因 而 其 相对 内 部 为 [0,1). 

(vi) 连续 性 . 设 f==X,, 因 了 IS 二 1, 故 flISECCS), 即 ff 作为 S$ 上 的 函数 
是 连续 的 . 另 一 方面 , 了 作为 R 上 的 函数 有 两 个 间断 点 : 工 = 0,2. 特别 , 了 在 
三 0 间断 ,但 f 作 为 S$ 上 的 函数 却 在 x = 0 连续 ( 依 分 析 中 的 说 法 就 是 f 在 z= 
0 右 连 续 ). 

一 般 地 , 若 和 ,7 是 拓扑 空间 , $ 是 区 的 子 空间 ,下 :和 一 了 , 则 下 在 S 上 每 
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点 连续 之 F1S 连续 ,但 反之 则 未 必 为 真 , 上 面 的 (vi) 就 是 反例 . 因此 ,在 S 上 的 
上 述 两 种 连续 性 必须 仔细 区 别 . 而 这 又 引出 一 个 问题 :即使 X= -ez*,VY4E 
-x ,FA 连续 , F 也 未 必 连 续 . 不 过 ,车 4 € .x 均 为 开 集 , 则 可 从 FIA 连续 
(VY 4E-ex ) 推 出 F 连续 .这 就 是 极 有 价值 的 以 下 结果 . 

2. 3. 4 拼接 引 理 设 F:X 一 了 ,X= 二 ex * ,ey 是 非 空 开 集 族 或 非 空 闭 集 的 
有 限 族 . 若 V4E x ,有 FIAEC(A,Y), 则 F € CC(X,Y). 

证 只 考虑 -x 为 开 集 族 的 情况 ,对 闭 集 族 的 情况 ,证 明 是 类 似 的 . 任 给 开 集 
VCY, 有 

F-'V=U({(F|IA)-'V:AE er) 

V A € zx, 由 FIA4 连续 推出 (F|4)-'V 是 4 的 开 子 集 ( 用 定理 2. 2. 3), 从 而 亦 
是 X 的 开 子 集 . 因 此 FIVY 是 X 的 开 子 集 , 于 是 已 E CC(X,Y). 品 

今后 将 多 次 用 到 引 理 2. 3. 4. 一 般 用 法 是 : 选 定 开 集 族 (或 有 限 闭 集 族 )-er， 
使 -x* = 二 X;V 4 € .xv, 作 FE CC(A,Y); 验证 

FAANMNB= FANMNB (4,BE 2), 

则 由 引 理 2. 3. 4 即 可 断定 :有 了 唯一 FE CC(X,Y), 使 FlA 二 F4(V A € 2x). 这 
样 的 五 可 看 作 由 {Ff4 : A € -ex ) 拼接 而 成 . 在 分 析 中 ,判定 所 谓 分 段 函 数 的 连续 
性 时 ,实际 上 就 用 了 拼接 引 理 ,只 是 未 加 注意 轻 了 . 

B. 积 拓扑 

首先 在 集 的 层次 上 讨论 积 的 概念 . 在 定义 1. 1. 2 中 已 定义 了 有 限 个 集 的 积 
集 , 今 作 进一步 的 推广 . 设 

工 一 〈Z1y Zu) €E TIX,, 
则 z 实际 上 是 一 个 映射 : 
Tz:T—UX,, i 7 € X,, 
其 中 了 二 {1,2,…,n}. 若 取 了 为 任何 非 空 集 , 就 得 到 一 般 的 积 集 概念 . 这 就 引出 
以 下 定义 . 
. 2.3.5 定义 设 了 是 一 非 空 集 ，(X, : i € 7) 是 一 集 族 . 令 
一 (zlz:T 一 UXzG) € X(Vi € 71)}, (4) 

称 匀 为 X;(i € 7) 的 积 集 ( 亦 称 为 卡 氏 积 ), 记 作 


[LX:， 或 [XX;, [LX 
i€ET i 
以 下 设 对 依 式 (4). 显 然 承 天 由 晤 到 GO(Vi E71) 9. 任 给 x EEX, 约定 
工 二 (Zi), 其 中 z= 二 xz0), 称 zi 为 xz 的 “第 i 坐标 "或 “第 i 分 量 ”(Gi € 7). 这 些 


〇 严格 地 说 ,这 已 用 到 选择 公理 1. 2. 4. 实际 上 ,选择 公理 可 以 表述 成 :任何 一 族 非 空 集 的 积 集 非 
空 . 
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约定 使 得 积 集 (4) 获 得 某 种 类 似 于 有 限 积 ( 见 1.1 节 式 (8)) 的 外 观 ,这 对 于 积 集 
及 下 面 要 定义 的 积 拓扑 的 理解 都 是 重要 的 . 给 定 : € 1, 称 映射 


Pi:X>X, r>7 (5) 
为 投影 , 它 显然 是 一 个 满 射 . 若 4, CXGE 1), 则 有 自然 的 包含 
[Il4;:c [LX;, 
且 可 验证 
J14;=N Pr4.. (6) 


车 XX; 二 了 (Yi €7), 关 依 式 (4), 则 记 关 为 六 ,这 种 情况 下 的 积 集 Y! 无 非 是 
从 7 到 Y 的 映射 之 全 体 . 因此 ,给 定 一 个 映射 下 :了 一 了 , 乃 与 给 定 一 个 元 FF € 
六 相当 . 这 一 事实 已 从 一 个 角度 说 明了 积 集 概念 的 重要 性 . 如 果 |7| = |71, 则 7 
与 之 间 的 某 个 双 射 自然 地 诱导 出 从 丈 到 到 的 一 个 双 射 . 在 这 个 意义 上 ,可 以 
说 六 与 到 实质 上 是 一 样 的 . 这 就 表明 六 实质 上 仅 决定 于 了 的 基数 ,通常 就 将 其 
记 作 Za = [I|. 对 于 n € N,n 重 积 关 已 在 1.1A 中 考虑 过 . 依 以 上 约定 ,对 于 
w= |N|,Y 即 记 冲 , 它 就 是 Y 中 的 无 限 序列 之 全 体 . 例如 , R* 就 是 无 限 实数 列 
之 全 体 . 依 现在 的 记号 , 例 2. 1. 6 中 所 讨论 的 空间 就 是 R*. 

联系 于 积 集 , 有 两 种 构成 映射 的 方法 . 首先 , 任 给 一 族 映射 :2 一 XiGE 
7 了), 可 唯一 地 构成 映射 

P :0 人 0 一生， 由 一 (8(w))， (7) 

其 中 针 依 式 (4). 称 如 上 的 9 为 gg(i € 7) 的 对 角 线 映射 , 记 作 p= 二 (8), 称 9 为 
9 的 “第 i 个 分 量 ”. 显然 , 8 与 (8) 依 关系 Pi9 一 多 相 互 瞧 一 确定 ,已 依 式 (5). 若 
0 = J 是 某 个 实 区 间 , 则 可 将 82) (t € 7) 想象 为 积 集 X 中 的 一 条 “曲线 ”, 它 以 
Z= 9(1)(t € J) 为 其 “参数 方程 ”. 

其 次 ,车 给 定 一 族 映射 F; : 久 , 一 了 (i € 1), 则 可 定义 所 谓 积 上 映射 


Ie : TIX;— TIY., (X77) > (Fizi). (8) 
例如 ,车 了 三 {(1,2}， 则 积 映 射 局 X FF; 定义 为 
Fi X F,: (Zizz) > (Fr, Fz,). (8)’ 


形 如 式 (8)' 的 积 映 射 在 本 书 第 4 章 中 将 要 用 到 . 

作 了 上 述 准备 之 后 ,现在 转向 考虑 积 拓扑 . 

以 下 设 (和 ,rm)G E€ 7) 是 一 族 拓扑 空间 , 今 要 在 积 集 义 ( 依 式 (4)) 中 定义 某 
种 拓扑 +. 导入 积 拓扑 的 想法 是 很 自然 的 : 若 {zx'} CX 是 一 个 网 , <E 和 则 我 
们 希望 依 拓扑 + 有 


@ 将 :写作 上 指标 ,是 为 了 便于 写 x 二 (zf). 今后 用 到 积 空间 中 的 网 时 ,都 用 这 种 写法 . 注意 在 定 
理 2.1.10(iv) 中 就 用 了 这 种 写法 . 
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XrIOr— ri(YViE€ 77), (9) 
这 意味 着 (X,r) 中 的 收敛 即 依 坐标 收敛 ,就 如 同 我 们 熟知 的 Euclid 空间 R" 中 的 
收敛 一 样 . 而 式 (9) 显 然 推 出 投影 Pi(i € 7 依 式 (5)) 均 连续 (用 命题 2. 2. 2 
(iv)), 因 此 应 有 Pit Cr( 依 定理 2. 2. 3(ii)). 这 就 启示 出 以 下 定义 . 
2.3.6 定 义 设 (Xr)GE 7) 是 一 族 拓扑 空间 , P; 依 式 (5)， 
B=U Prir， (10) 
则 以 多 为 子 基 在 了 = [] X; 中 生成 唯一 拓扑 + ( 依 命题 2.1. 5), 称 + 为 X 上 的 积 
拓扑 , 称 关 或 (X,r) 为 XX;(i € 7) 的 积 拓扑 空间 ,简称 为 积 空间 ; X; 称 为 积 空 间 
XX 的 第 i 个 因子 空间 或 坐标 空间 . 
积 拓 扑 是 俄罗斯 数学 家 Tychonoff 于 1930 年 代 引入 的 , 积 拓扑 的 一 些 最 重 
要 的 结果 亦 为 Tychonoff 所 建立 . 
积 拓扑 的 逻辑 表述 并 不 复杂 ,但 其 直观 意义 尚 不 明显 . 要 完全 理解 积 拓扑 ， 
需 在 全 面 阐明 积 拓扑 的 性 质 ( 见 下 面 的 命 厦 2. 3. 7) 之 后 . 目前 要 做 的 是 解释 积 拓 
扑 的 基 开 集 的 结构 . 设 多 依 式 (10), 则 多 * 是 积 扼 扑 的 拓扑 基 . 任 给 BE 多 * ,不 
难看 出 , B 总 可 以 表 为 如 下 形式 : 


B=—MNPaB, (BE rl<hSn), GD) 


其 中 人 ,az 是 了 的 某 个 有 限 子 集 . 注 意 到 和 = PXICYiIE 7) 与 式 (6)， 
式 (11) 又 可 以 改写 成 更 具 启 发 性 的 如 下 形式 : 


B= [Bx I XxX (11)! 
4=] 1 对 i 
车 了 = 二 {1,2,…,n), 则 不 妨 设 Bi € (1 三 过), 因而 
B= [B=NM PnB. (12) 
k=1 二 


式 (12) 可 看 作 以 Bi(l1 委 & 委 72) 为 边 的 开 方 体 . 积 拓扑 具有 形 如 式 (11) 或 式 
(12) 的 基 开 集 , 是 今后 要 不 断 用 到 的 一 个 基本 事实 . 

以 下 命题 汇集 了 积 拓扑 的 基本 性 质 . 

2. 3.7 命题 设 (Xi,7) (i € 7) 是 一 族 拓 扑 空间 ,六 与 PiG € 了) 分别 依 式 
(4) 与 式 (5), + 是 上 的 积 拓扑 . 则 以 下 结论 成 立 : 

(0) 车 多, 是 5.(i € 7) 的 拓扑 子 基 , 则 U P71 儿 , 是 + 的 拓扑 子 基 ; 因 而 r+ 有 
形 如 式 (11) 或 式 (11)' 的 基 开 集 , 其 中 Bi € 多 ,. 

Gii) Yze X,z 有 形 如 式 (11) 或 式 (11) 的 基 邻 域 ,其 中 B; 是 z; 的 基 邻 域 ， 
1 委 丰 委 m 人 人)} 是 了 的 任何 有 限 子 集 ;而 U Pr: 氏 是 工 的 邻 域 子 基 , 只 
要 BB, 是 xz(V i € 7) 的 邻 域 子 基 . 

(iii) Pi(i € 了 ) 均 为 连续 开 映 射 ; r 是 上 使 每 个 P; 连续 的 最 小 拓扑 . 
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(iv) 任 给 网 (z) CC 和 与 ZE 和 ,等 价 关 系 式 (9) 成 立 . 
CV) 若 4;CCXGE 7), 则 


114;= 1 4., (13a) 
(114:)°= IL4°, (13b) 
对 于 式 (13b), 假 定 了 是 有 限 集 . 由 式 (13) 直 接 推 出 : 闭 集 的 积 集 是 闭 集 ,有 限 个 


开 集 的 积 集 是 开 集 . 

(vi) 任 给 拓扑 空间 0 与 映射 ?= (8) : 0 一 对 (记号 依 式 (7)), 9 连续 名 
PG € 7 了 ) 均 连 续 . 

命题 2. 3.7 中 的 结论 (iii) 表 明 积 拓扑 具有 某 种 最 小 性 ,因而 积 拓扑 也 称 为 
弱 拓 扑 ;对 于 许多 问题 (如 涉及 紧 性 与 连通 性 的 问题 ), 弱 拓扑 表现 出 明显 优势 . 
命题 2. 3.7 中 的 结论 (iv) 与 (vi) 可 概括 为 : 积 空间 中 的 收敛 与 连续 分 别 归 结 为 依 
坐标 收敛 与 依 坐标 连续 ,这 一 事实 最 典型 地 表现 了 积 拓扑 的 特征 ,凸显 出 积 空间 
与 Euclid 空间 R" 的 类 似 性 . 通常 , 称 积 拓扑 为 依 坐 标 收敛 拓扑 或 点 态 收 敛 拓 扑 . 
鉴于 积 拓扑 完全 由 其 收敛 性 决定 ,对 于 和 中 的 某 个 拓扑 m， 只 要 能 判定 X 中 依 
5 的 收敛 满足 关系 式 (9), 即 可 断定 = 就 是 积 拓扑 ,而 不 必 去 直接 考察 + 的 构 
成 . 今后 在 涉及 积 拓扑 时 ,不 可 不 注意 到 以 上 事实 ， 

证 (i) 与 Gi) 是 明显 的 ,证 明细 节 留 给 读者 (参看 习题 62,63). 

(iii) 因 * 是 和 上 包含 U Piir; 的 最 小 拓扑 ( 依 命 题 2.1. 5) , 故 * 是 和 上 使 每 
个 P; 连续 的 最 小 拓扑 (参看 定理 2. 2. 3(ii)). 设 B 是 一 个 表 为 式 (11)' 的 基 开 集 ， 
取 定 2 E 1, 则 

位 i=il kn, 
PB = - 
XX, i ET st,). 

可 见 恒 有 PB € +, 因而 Pi 为 开 映 射 (用 定理 2. 2. 8(ii) ). 

(iv) 车 zx 一 z, 则 由 P; 连续 得 zi 一 xz,(ViE€ 7 了). 反之 , 设 xi 一 zx(Vi€7). 
任 给 工 的 子 基 邻 域 P714, 此 处 xz;E€E AETJiET, 由 zi 一 Xi 知 3t,Yt 之 t 有 
Ti€ A, 从 而 zx'€ Pr'A(Yi1 守 培 ). 这 表明 xz 一 z( 用 2.1 节 式 (9)). 

(v) 首先 由 式 (6) 及 定理 2. 2. 3(v) 有 

TI4; =TPRA CN PFA 
CN Pr4d = [I 


其 次 , 若 ze X\ TT4, 则 二 有 一 形 如 (11) 的 开 邻 域 (用 (ii)) , 它 与 T 4, 不 交 . 

于 是 对 某 个 AI 声 k 志 mn), 有 A 门 Bi=O, 而 x € Bi, 这 推出 zx, 忆 2% (用 

2.1 节 式 (11)), 从 而 z 巨 | A. 这 就 证 得 式 (13a). 其 次 设 了 为 有 限 集 , 则 
(4 =Cn PFA4) = 几 1 (PIA41)” (用 2.1 节 式 (19)') 
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=N Pr 4" = [1 4°.. (用 (ii) 与 2. 2 节 式 (11)) 

这 就 证 明了 式 (13). 

(vi) 车 PE CCQ,X), 则 9 二 Pip€E C0,X),iE1T( 用 Gii)). 反 之 , 设 9E€ 
CCQ,XD(YVi € 7 了 ), 则 对 关中 任 一 子 基 开 集 PrIVC(T € zi € 了)， 

pAPAV) = (PD VV,= GV, (用 1.1 节 式 (16)) 

是 0 中 的 开 集 ,因此 gE€ CCQ,X) (用 定理 2. 2. 3Gii)). 口 
今后 提 到 一 族 拓扑 空间 的 积 空间 而 未 加 说 明 时 ,总 认定 其 中 采用 积 拓扑 . 
现在 用 一 些 例子 来 解释 积 拓 扑 . 

2.3.8 例 (i) Euclid 空间 R". 在 命题 2.1.15(i) 中 ,我 们 已 将 R" 中 的 通常 
拓扑 5 定义 为 由 Euclid 度量 ( 见 2. 1 节 式 (26)) 生 成 的 拓扑 , 今 指明 = 就 是 积 拓 
扑 , 因 而 可 对 它 应 用 命题 2. 3. 7 的 结论 . 设 |z| (x € R") 依 2.1 节 式 (26), 则 容易 
验证 

maxlz| < lz| < orl (z= (x)€R’") (14) 

车 {zx'} CR" 是 一 个 网 , x € R”", 则 由 式 (14) 有 

max |z —zx|Sdzr,z) < Dz — zl. 
而 这 就 表明 
d(7r',7) ~ 00Or— (Rin), 

即 R" 中 的 度量 收敛 亦 即 依 坐标 收敛 ,因而 R* 中 的 通常 拓扑 就 是 积 拓扑 ( 依 命题 

2. 3.7(iv)). 

一 旦 确定 了 R" 中 的 通常 拓扑 是 积 拓扑 ,就 可 从 命题 2. 3.7 得 出 种 种 结论 . 
例如 , 形 如 

[l(a6) (~ oo<a<b < ,li<n) 
的 开 方 体 构成 R" 的 一 个 拓扑 基 ( 用 命题 2. 3. 7(i)); 任 给 zeE R",z 的 所 有 方 体形 
邻 域 

T(z— exit e) (0<ecER) 
构成 z 的 一 个 邻 域 基 ( 用 命题 2. 3. 7(ii)), 它 的 作用 与 球形 邻 域 基 
{B.(z):0<e€R) 

等 价 . 若 

Bi) = (GP), RL (< 委 上 魏 0) 

是 取 值 于 R" 中 向 量 值 函数 , 则 ?连续 驴 8(1 过 i 声 n) 均 连续 (用 命题 2.3.7 

(vi)); 当 9 连续 时 , 它 就 是 R" 中 的 连续 曲线 . 

车 在 R" 中 改 用 度量 
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d(x,y) 一 lz 一 y 
1 = Val 人 = ceRo)， ‘15) 
则 容易 看 出 依 式 (15) 的 度量 收敛 仍然 是 依 坐标 收敛 ,因而 其 度量 拓扑 也 是 通常 
拓扑 . 这 就 表明 , R" 中 的 通常 拓扑 可 由 不 同 的 度量 生成 . 

Gi) 空间 和 = R2. 设 呈 是 任 一 非 空 集 , 在 X= R? 中 采用 积 拓扑 . 如 前 面 已 
指出 的 , 和 就 是 定义 于 口上 的 实 值 函数 之 全 体 . 今 应 用 命题 2. 3. 7 来 得 出 关于 函 
数 空 间 X 的 若干 结论 . 注意 , 当 10| = ”时 R? 就 是 (i) 中 已 考察 的 Euclid 空间 
R", 因此 一 般 的 空间 R? 可 看 作 R* 的 推广 . Y weE 9, 依 式 (5) 定 义 的 投影 P。 现 
在 具有 以 下 形式 : 

P,:X—R, f— ff(w). 
对 任何 区 间 6$ = (a,6) CR,w€ 0, 有 


Pi'*6 = {fEX: fl(w) €6). (16) 
结合 以 上 事实 与 命题 2.3.7(i)、(Gii) 得 出 , x 有 形 如 式 (16) 的 子 基 开 集 与 形 如 
{f EX: fw) Eoin)) (17) 
的 基 开 集 ; f € 所 有 形 如 
{g EX: |f(w) — gu)| < ee} (18) 
的 子 基 邻 域 与 形 如 
{g EX: |f(w) — gw)| <ell in))} (19) 


的 基 邻 域 . 式 (16) 与 式 (18) 中 的 w 遍 取 8, 式 (17) 与 式 (19) 中 的 (wy ,ww,} 
遍 取 2 的 所 有 非 空 有 限 子 集 , 式 (16) 与 式 (17) 中 的 ,61,…,6, 遍 取 所 有 实 开 区 
间 , 式 (18) 与 式 (19) 中 的 e 遍 取 所 有 正 实数 . 由 命题 2.3.7Civ), 若 {f,} CX 是 一 
个 网 , f E€ X, 则 在 和 中 

fi>f Of fw EN), (20) 
这 表明 X 中 的 收敛 就 是 在 上 每 点 收敛 或 称 点 态 收敛 . 特别 ,对 于 马上 的 函数 
序列 {f,)}, 有 

fi>f Of > fw Yow EN). (20)’ 
这 就 使 得 函数 列 的 点 态 收敛 被 纳入 到 一 个 拓扑 框架 之 内 . 

将 以 上 所 述 与 例 2.1. 6 对照, 你 看 出 例 2.1.6 中 所 考虑 的 空间 X 无 非 就 是 
RN 或 R*, 其 中 的 拓扑 正 是 积 拓 扑 ,由 2. 1 节 式 (5) 所 表示 的 基 开 集 正好 与 由 式 
(17) 表 示 的 基 开 集 ( 但 取 2 = N ) 相 当 . 

(iii) 一 般 函 数 空间 下 二 Y*. 设 六 是 任 一 非 空 集 ,Y 是 一 拓扑 空间 ,在 Ff 中 
采用 积 拓扑 ,在 这 种 特殊 情况 下 通常 称 为 点 态 收敛 拓扑 .〈ii) 中 对 于 空间 R? 的 种 
种 结论 ,都 可 推广 为 关于 空间 F 的 类 似 结论 . 例如, Yz E X， 

P,:F>Y, f/f(z) 
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是 连续 开 了 映射, 通常 记 作 e,, 并 称 为 z 处 的 赋值 映射 . Y x E X,G E r， 令 

Ve=erG= {(f EF: f(r)E€EG). (16)’ 
所 有 形 如 式 (16)' 的 集 构成 F 的 一 个 拓扑 子 基 ,因而 点 态 收敛 拓扑 也 称 为 点 开拓 
扑 . 下 对 应 于 式 (17) 的 基 开 集 是 


NN Vc = (ff EF: f(r) EG EiCn)), (17)’ 
其 中 六 EXC € ty(l 全 i 坟 n);f € 下 有 形 如 
{gEPF:g(r) EG fr)IEGErWwW TEX (18)/ 
的 子 基 邻 域 与 形 如 
{g EF:g(z) EG(EiCn)) (19)’ 


的 基 邻 域 , 式 (19) 中 {zi} 遍 取 XX 的 所 有 非 空 有 限 子 集 , G; 遍 取 f(x;) 的 开 邻 
域 . 若 {f,} CF 是 一 个 网 , f E€E FF, 则 在 中 
f.>f Of(r) > f(r)(Y x EX), (20)7 
即 下 中 的 收敛 就 是 点 态 收 敛 . 
(iv) 约定 以 5S! 记 R? 中 的 单位 圆周 ; 
S'= {z= (TT) ER:rIZzi = 1)}. (21) 
利用 S! 经 “ 积 运 算 ” 可 得 出 一 些 令 人 感 兴趣 的 积 空间 . 例如 
Si1 XJ，T" 二 S51 X 5S! xX.… XSi(n 重 积 ) 
等 ,其 中 J = [ae,o. 不 难看 出 , S1 X J 是 圆柱 面 . 7" 称 为 重 环 ,可 能 不 容易 想 
象 它 的 直观 形态 ; 7? 则 可 看 作 一 个 形 如 轮胎 的 环 面 . 但 不 论 是 否 可 将 T" 与 某 个 
常识 中 的 图 形 对 应 起 来 , 7" 作为 积 空间 是 一 个 意义 明确 的 拓扑 空间 是 毫 无 疑问 
的 . 这 一 类 的 积 空间 在 拓扑 学 中 颇 有 用 处 . 在 应 用 它们 时 ,通常 仅 需 依据 关于 积 
拓扑 的 适当 定理 推出 它们 具有 何 种 拓扑 性 质 , 而 未 必需 要 直接 描述 其 拓扑 构成 . 
(v) 5S! 的 一 个 维 推广 就 是 n 维 球面 : 

5*— {z= (Cz) € Rt: Dx? =1). (22) 
注意 ,不 应 将 5 误 看 作 S! 的 重 积 ,后 者 是 7", 而 当 ”>1 时 53" 与 了 "是 完全 
不 同 的 ! 同样 可 用 S” 作为 基本 构 块 来 构成 新 的 拓扑 空间 ,例如 ， 

S"XR，S"XSI，3S"XS" 
等 都 是 有 意义 的 例子 ,尽管 其 直观 意义 尚 需 适 当 的 解释 . 
C. 商 拓扑 
在 1.1B 中 已 说 到 商 集 : 若 一 是 和 上 的 一 个 等 价 关 系 , 则 商 集 X/ ~ 就 是 XX 
中 依 关系 一 的 等 价 类 之 全 体 . 以 三 记 zGz EX) 所 属 的 等 价 类 ,而 商 集 X/ 一 则 
写作 又 . 这 样 ,投影 P 可 写成 (参看 1.1 节 式 (22)): 
P:X—> 久 rx 一 六 (23) 
现在 设 (X,r) 是 一 拓扑 空间 . 如 何在 商 集 久 中 导入 某 种 商 拓扑 昵 ? 回想 一 
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下 ,在 积 集中 导入 积 拓扑 时 ,我 们 受到 自然 的 收敛 条 件 (9) 的 启发 . 然而 ,类 似 的 
思路 对 于 引 人 商 拓扑 并 不 合适 . 另 一 种 更 具 几 何 色彩 的 考虑 却 值得 一 试 :设想 每 
个 等 价 类 中 的 点 被 粘 合 成 一 点 了 ;一 个 集 B 己 XY 被 看 作 开 集 ,似乎 应 当 是 在 撤 
除 粘 合 之 后 , B 恰好 成 为 中 的 开 集 ,而 这 意味 着 P71B € rt,P 依 式 (23). 于 是 
作 以 下 定义 . 
2.3.9 定 义 设 (X,r) 是 一 拓扑 空间 , 久 是 由 等 价 关系 一 决定 的 商 集 ， 忆 
依 式 (23), 则 
t= {BCX: PiBEr) (24) 
是 久 上 的 一 个 拓扑 (试验 证 之 !) , 称 它 为 又 上 的 商 拓扑 ,而 称 (X,z) 为 X 的 商 
拓扑 空间 ,或 者 说 广 是 的 商 空间 . 
商 拓 扑 与 商 空间 也 分 别称 为 粘 合 拓扑 与 粘 合 空间 . 
注意 , 式 (24) 相 当 于 BE=f 全 P-IBEr; 而 这 又 推出 : 
BEIOPIBECr. (BIC) (25) 
与 积 拓扑 比较 , 商 拓扑 的 定义 似乎 更 简单 . 但 当 我 们 着 手 建立 商 拓扑 字 与 原 
拓扑 = 的 进一步 的 联系 时 ,发 现 情况 并 不 乐观 ,关键 在 于 定义 式 (24) 并 不 是 一 个 
特别 便于 应 用 的 公式 . 试 与 积 拓扑 的 定义 对 比 一 下 .依据 定义 2. 3. 6 ,利用 拓扑 子 
基 (10) ,原则 上 我 们 总 可 以 写 出 积 空间 中 的 整个 开 集 族 . 这 就 表明 , 积 拓扑 的 定 
义 是 构造 性 的 . 与 之 相反 ,看 来 更 简单 的 定义 式 (24) 却 不 是 构造 性 的 ;我 们 不 知 
道 如 何 用 和 中 的 开 集 通过 一 定 运算 (包括 映射 ) 得 出 福 中 的 开 集 . BE 名 
P71B € rt, 这 在 逻辑 上 当然 已 经 完全 清楚 ,但 这 个 定义 本 身 并 未 提供 判定 P71!B 
Er 的 一 般 方法 . 这 就 毫 不 奇怪 , 商 拓扑 与 原 拓 扑 的 联系 从 表面 上 看 来 更 复杂 ， 
并 不 能 得 到 像 命题 2. 3. 7 那样 丰富 且 便 于 应 用 的 结果 . 尽管 如 此 ,我 们 还 是 有 不 
无 价值 的 以 下 命题 . 
2. 3. 10 命题 设 (,t) 是 拓扑 空间 (X,r) 的 商 空 间 , 已 依 式 (23), 则 以 下 
结论 成 立 : 
(i)z 是 义 上 使 P 连续 的 最 大 拓扑 (对 照 命题 2.3.7Gii)). 
(ii) B 己 社 依 商 拓扑 为 闭 集 司 P-1B8 是 X 中 的 闭 集 . 
Qii) 设 (Y ,ry) 是 另 一 个 拓扑 空间 ,映射 斑 : 了 XX 一 了 满足 条 件 
P- 1。 PCF-1。F, 即 Pr+=Py—> Fr= Fy. (26) 
则 存在 唯一 映射 G : 入 一 了 , 使 得 GP = Fi;G 连续 局 FF 连续 . 
条 件 (26) 相 当 于 说 ; FF 在 中 每 个 ~ 等 价 类 上 为 常数 . G 称 为 F 的 导出 映 
射 , 也 记 作 已 ., 以 显示 它 与 代数 中 的 导出 同 态 的 类 似 性 (参考 定理 1. 3.7). 
证 (Gi) 由 式 (25) 直 接 看 出 PECr, 因此 
P: (XK,t)—> (X,t) 
连续 (用 定理 2. 2. 3(ii)). 若 mm 是 这 上 一 拓扑 , 且 
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P:(X,r)— (XY,r) 
连续 , 则 P-!r, Cr, 于 是 由 式 (25) 推 出 m Ce. 这 表明 t+ 是 上 使 P 连续 的 最 大 
拓扑 ， 

ii) 是 式 (24) 的 直接 推论 . 

Gii) 定义 

C :各 了， 蔗 一 Rz. (27) 
因由 条 件 (26) 有 艺 一 3 之 Fz = 二 Fy, 故 G 是 一 个 合理 的 映射 . G 的 定义 直接 表 
明 GP = FF, 因此 G 连续 之 下 连续 .反之 , 若 下 连续 , 则 
Pr-ICriIr = (CP)-Ir = Fn CT 
于 是 由 式 (25) 有 G-Ir Ci, 可 见 G 连续 (用 定理 2. 2. 3(ii) ). 口 

至 于 在 命题 2. 3. 7 中 对 积 拓扑 得 出 很 好 结论 的 拓扑 基 、 邻 域 基 \、 收 敛 性 与 闭 
包 等 概念 ,对 于 商 拓扑 却 得 不 出 令 人 满意 的 结论 . 这 正 是 商 拓扑 问题 常常 遭遇 困 
难 的 原因 之 一 . 

如 果 说 ,对 于 商 拓扑 性 质 的 探讨 难以 深入 下 去 ,不免 令 人 失望 ,那么 , 商 空间 
构成 的 高 度 灵 活性 则 足以 令 人 满意 . 我 们 已 说 到 , 久 是 从 粘 合 关中 的 点 得 到 的 ， 
而 对 于 哪些 点 应 粘 合 在 一 起 , 却 未 加 任何 限制 . 正 是 这 种 选择 粘 合 的 随意 性 , 致 
使 商 空间 呈现 出 极 大 的 多 样 性 ,因而 为 新 的 拓扑 空间 的 出 现 提供 了 一 个 丰富 的 
源泉 . 当然 ,只 有 那些 多 少 具 有 特定 意义 的 粘 合 手续 , 才 会 获得 有 价值 的 空间 .下 
面 就 是 一 些 不 无 趣味 的 简单 例子 ,它们 在 拓扑 学 中 被 普遍 引用 . 对 于 这 些 例子 ， 
我 们 主要 关注 其 所 用 的 粘 合 及 其 直观 意义 ,而 不 去 具体 描述 商 拓扑 的 构成 . 

2.3.11 例 设 7 了 =[o,1], 它 作为 R 的 子 空间 采用 通常 拓扑 . 

(i) 圆周 S1. 粘 合 点 0 与 1( 对 未 提 及 的 点 不 进行 任何 粘 合 ,下 同 ), 得 到 商 空 
间 

J= {xr:0<r<1}U {{0,1)}. (28) 

想象 一 下 :将 一 线段 弯 过 来 ,使 其 两 端 能 粘 合 在 一 起 . 如 此 所 得 ,不 正 是 一 个 
圆周 吗 ? 是 否 可 以 认为 商 空间 了 就 是 $: ( 依 式 (21)) 呢 ? 后 面 我 们 将 严格 地 解答 
这 一 问题 . 

(ii) 圆柱 面 . 设 正 方形 XX 二 JX J 具有 积 拓扑 . 粘 合 的 一 对 竖 边 , 即 粘 合 
点 (0,y) 与 (1,y)(0 委 > 委 1), 则 得 到 商 空间 

训 一 ({((zy):0<z<1;0 委 yy 雪 1) 
U tt yy)) 0 委 7 魏 1. (29) 
类 比 于 式 (28) ,能 够 说 又 就 是 圆柱 面 吗 ? 后 面 将 肯定 这 一 点 . 

(iii) 环 面 . 设 X 仍 如 (ii), 但 除 粘 合 X 的 一 对 紧 边 之 外 ,还 粘 合 它 的 一 对 横 

边 , 则 得 到 商 空间 
冯 一 (zy):0<z<10<y 雪 1) 
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U {{(C0,y),(1,y)} :0<y<=1)} 
U {{Cz,0), Cz,1)}:0<zre1)} 
U {{C0,0),C0,1),(1,0),(1,1)})}. (30) 
如 果 能 将 式 (29) 看 作 一 个 圆柱 面 ,那么 式 (30) 就 是 弯曲 圆 管 两 端 对 接 的 结果 , 它 
不 就 是 环 面 T? 吗 ? 
Gv) Klein 瓶 . 若 将 式 (30) 修 改 为 横 边 反 向 粘 合 , 即 点 Cz,0) 与 (1 一 Z， 
1)(0<z 雪 1) 粘 合 , 则 得 到 商 空间 
K={(x,y):0<r<1,0<y<1)} 
U {{C0,y),(1,y)} :0<y<1} 
U {{Cz,0), (1 OO— 7x,1)}:0<zr<R1} 
U {{C0,0),C0,1), (1,0),(1,1)}}, (31) 
它 就 是 著名 的 Klein 瓶 . 
如 果 认 为 式 (30) 是 圆 管 的 对 接 , 那 么 就 是 圆 管 两 端 沿 相 反方 向 对 接 的 结 
果 . 不 妨 尝 试 一 下 用 一 个 模型 来 实现 这 种 对 接 , 你 会 发 现 根本 无 法 做 到 这 一 点 ! 
这 就 表明 天 竟然 不 能 与 Rs 中 某 个 曲面 联系 起 来 . 不 过 ,这 并 不 影响 天 作为 一 个 
确定 的 拓扑 空间 而 存在 . 须知 ,构成 商 空间 时 所 用 到 的 “ 粘 合 "一 词 , 只 是 一 种 借 
喻 ,并 不 意味 着 一 定 可 在 某 个 物理 模型 上 实际 施行 . 如 果 一 定 要 赋予 Klein 瓶 以 
某 种 直观 形象 , 则 可 以 考虑 如 图 2-1 所 示 的 虚拟 图 形 : 圆 简 的 一 端 弯 转 ,然后 穿 
过 简 壁 与 另 一 端 反 向 对 接 . 如 果 一 只 蚂蚁 沿 Klein 瓶 仆 行 , 它 必定 可 从 “外 侧 ” 进 
和 人 “内侧 ”, 因 而 天 实际 上 并 无 内 外 侧 之 分 ! 


2-1 


正 是 像 Klein 瓶 这 类 怪异 “曲面 ”所 激发 的 无 穷 遐 想 , 在 拓扑 学 的 发 展 早期 
引发 了 人 们 的 浓厚 兴趣 . 在 空间 观念 已 高 度 扩 展 的 今天 ,Klein 瓶 已 不 再 有 什么 
神秘 性 了 . 你 会 怀疑 R*n > 3) 的 现实 性 吗 ? 那么 Klein 瓶 的 现实 性 一 点 也 不 比 
R" 差 ! 

(v) 投影 平面 . 现在 将 和 = J X J 的 两 组 对 边 均 反 向 粘 合 , 则 得 到 商 空间 

Pi={(r,y) :0<zr<1,0<y<1)} 
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U (({(C0y) 11 一 2 人):0 委 ?> 委 ] 

U {{(z,0),(1 ~ Zz,1)}:0<z<1), (32) 
它 就 是 所 谓 投影 平面 . 如 同 Klein 瓶 一 样 ,我 们 也 无 法 在 R: 中 为 已 构造 一 个 直 
观 模型 ,甚至 无 法 给 出 一 个 类 似 于 图 2-1 所 示 的 虚拟 图 形 . 

在 说 到 商 空 间 (28) 一 (30) 时 ,我们 非 正 式 地 将 它们 与 圆周 .圆柱 面 、 环 面 联 
系 起 来 . 现在 要 指明 ,对 这 种 联系 可 赋予 一 种 完全 严格 的 意义 ,这 基于 以 下 基本 
结果 . 

2. 3. 12 定理 设 (X,r) 与 (Y,ry) 是 两 个 拓扑 空间 ,已 :和 一 了 是 一 满 射 ， 
它 有 性 质 : 

BErmOF-IBEr (BCY). (33) 
设 义 是 由 等 价 关 系 -1。F( 依 1.1.5) 决 定 的 商 集 , 其 中 采用 商 拓 扑 ,映射 G: 六 
一 工 依 式 (27), 则 G 是 一 个 连续 双 射 且 有 连续 的 逆 映 射 . 

注意 ,定理 2. 3. 12 与 同 态 定理 1. 3.7 的 类 似 性 ,此 处 的 下 恰好 对 应 于 定理 
1. 3. 7 中 的 满 同 态 有, 而 G 则 与 同 构 h, 相 当 . 

证 以 已 记 投影 式 一 又， 则 由 令 的 定义 有 P-!1。P = F-!。F (参看 命题 
1.1.5 之 证 ), 故 条 件 (26) 满 足 . 由 条 件 式 (33) 推 出 下 连续 ,因而 由 命题 2. 3. 10 
(i) 有 GE CC 久 ,Y). 由 下 为 满 射 及 式 (27) 知 G 为 满 射 . V x,y E 和 ,有 

GTX=Gy=> Fr= Fy>X= 5, 
可 见 G 为 单身 ,因而 是 双 射 . 设 ? 是 久 上 的 商 拓 扑 , 则 

F-IGt = (G-1F)-It = P-it C7, 
其 中 用 到 GP = F (参看 命题 2. 3. 10(iii) ). 于 是 由 条 件 式 (33) 得 出 Gt C rm， 这 
表明 G 是 开 上 映射 ( 依 定义 2. 2. 6), 因 而 C- :连续 . 口 ] 

具有 连续 逆 映 射 的 连续 映射 称 为 同 胚 (正式 定义 见 定义 2.4.1), 因 此 定理 

2. 3. 12 等 于 说 G 是 一 个 同 胚 . 在 2. 4 节 中 我 们 将 阐明 互相 同 胚 的 拓扑 空间 并 无 
实质 性 差别 ,因而 不 妨 视 为 等 同 . 依 这 种 观点 ,定理 2. 3. 12 中 的 久 与 了 就 不 必 区 
别 , 都 可 同等 地 看 作 X 的 商 空间 . 而 从 形式 上 看 , Y 或 许 比 久 更 直观 ,更 为 我 们 
所 熟悉 ,这 就 为 商 空 间 入 提供 了 一 个 可 能 更 好 理解 与 把 握 的 模型 . 定理 2. 3. 12 
的 意义 正在 于 此 . 在 这 个 意义 上 ,定理 2. 3. 12 的 作用 恰 如 同 态 定理 1. 3. 7 对 于 商 
群 的 作用 . 

然而 ,应 用 定理 2. 3. 12 的 前 提 是 存在 一 个 满足 条 件 式 (33) 的 满 射 下 :一 
Y. 鉴于 这 种 映射 的 重要 性 , 特 作 以 下 定义 . 

2.3.13 定义 设 (X,r) 与 (Y ,ry) 是 两 个 拓扑 空间 ,下 :XX 一 了 是 一 满 射 
且 满 足 条 件 式 (33), 则 称 下 为 商 映射 , 目 称 Y 为 X 的 商 空间 . 

由 定理 2. 3. 12 及 其 后 的 说 明 , 将 Y 称 作 XX 的 商 空间 是 合理 的 ,尽管 从 形式 
上 看 与 定义 2. 3.9 有 一 点 歧义 . 
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现在 的 问题 是 如 何 判定 一 个 满 射 为 商 映射 . 遗憾 的 是 ,除了 定义 本 身 之 外 ， 
对 于 商 映 射 并 无 便于 应 用 的 等 价 刻画 (例如 类 似 于 定理 2. 2. 3 那样 的 结果 ). 不 
过 ,如 下 命题 所 给 出 的 充分 条 件 还 是 很 管用 的 . 

2.3. 14 命题 设 (X,r) 与 (Y,rr) 是 两 个 拓扑 空间 ,FF : 和 一 了 , 则 当 以 下 
条 件 之 一 满足 时 下 为 商 映 射 : 

(i) 五 是 连续 开 满 射 ; 

Gi) F 是 连续 闭 满 射 . 

证 由 五 连续 推出 Firty Cr. 要 验证 条 件 (33), 只 要 对 满足 F-:BEr 的 B 
CY 证 明 B Er. 车 条 件 (i) 满 足 , 则 直接 有 B 二 FFT1B € ty. 若 条 件 (ii) 满 足 ， 
则 

B° = FF-1B: = F(F-1B)Y: 
是 Y 中 的 闭 集 ,因而 BE rr. 口 

结合 定理 2. 3. 12 与 命题 2. 3. 14, 可 得 到 许多 我 们 所 期 待 的 结果 . 

2.3.15 例 (i) 设立 是 拓扑 空间 XG E 7 了 ) 的 积 空间 , 则 投影 已 : X ~> XX， 
是 连续 开 满 射 ( 依 命题 2. 3. 7(iii)), 因 而 是 商 映射 (用 命题 2. 3. 14(i)). 于 是 ,每 
个 “因子 空间 ”X; 都 是 积 空间 X 的 商 空间 . 这 样 “ 积 与“ 商 ” 在 字面 上 的 互 道 关 
系 就 获得 了 准确 的 拓扑 学 涵义 ,这 确实 是 令 人 欣慰 的 . 

(Gi) 设 了 = [0,1] (下 同 ), S! 依 式 (21). 定义 

F:J—>S!, xz er, (34) 
则 下 显然 是 一 连续 满 射 . 其 次 可 验证 到 为 闭 映 射 (直接 验证 并 不 难 , 但 我 们 不 去 
做 这 件 事 , 因 由 第 三 章 的 命题 3. 2. 5 知道 ,这 是 本 的 紧 性 的 一 个 简单 推论 ) ,因而 
F 是 商 映 射 . 
Fr = Fy © em 一 ey 
对 |z 一 y| 二 0 或 1 (zx,y € 7)， 
故 若 定 义 z 一 y 镶 Fr= Fy, 则 恰 如 空间 式 (28). 于 是 由 定理 2. 3. 12 得 出 , 作 
为 了 的 商 空间 , v 可 等 同 于 5S1, 恰 如 我 们 所 预期 的 . 
Gii》 类似 于 映射 (34) ,定义 
F:J XJ—>S XJ, (ry)— (esiryy)， (35) 
则 到 亦 为 连续 闭 满 射 ( 其 为 闭 映 射 的 理由 同样 依 命题 3. 2. 5), 因 而 为 商 映 射 . 在 
和 一 J XJ 中 定义 
(Ty) ~ Ty ) Flr,y) = F(x yy ) 
6 (er, y) 一 (er ,y') 
伟 |z 一 z'|= 二 0 或 1,y=y， 
则 又 恰 如 空 间 式 (29). 于 是 又 得 到 所 期 待 的 结论 : 又 原来 就 是 圆柱 面 S: X J. 
(iv) 仍 设 匀 = J XJ, 类似 于 映射 (35) 定 义 
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F:X—S!XS!, (zy) 一 (ez yeziy)， 
(zyy) ~ (zx' ,yy ) 全 F(z,y) 一 F(zr',y' ), 
则 已 是 连续 闭 映 射 , 入 即 为 空间 式 (30) ,因而 社 可 看 做 环 面 S! x 351. 


2.4 拓扑 性 质 


在 2. 3C 中 ,我 们 说 到 X 的 商 空间 访 可 等 同 于 某 个 拓扑 空间 了 (参看 定理 
2. 3.12 及 其 后 的 说 明 ), 这 自然 意味 着 空间 久 与 Y 有 相同 的 拓扑 性 质 . 然而 , 何 
谓 拓扑 性 质 , 却 尚 未 严格 界定 ,这 正 是 本 节 要 考虑 的 . 在 一 般 的 意义 上 ,拓扑 学 正 
是 以 探讨 拓扑 空间 的 拓扑 性 质 为 其 任务 . 在 研究 拓扑 性 质 的 过 程 中 所 积累 的 经 
验 , 已 凝结 成 若干 基本 原则 ,这 些 原则 从 根本 上 影响 到 拓扑 学 问题 的 提 法 及 其 理 
论 形式 . 在 本 书 内 容 向 更 深入 的 层次 展开 之 前 ,初步 了 解 这 些 一 般 原 则 的 思想 及 
相应 的 用 语 ,无 疑 是 有 益 的 . 

毫 无 疑问 ,在 所 接触 的 具体 材料 还 十 分 有 限 的 情况 下 ,你 不 可 能 对 一 般 原 则 
达到 很 深入 的 理解 . 因此 ,对 于 本 节 中 那些 带 有 方法 论 性 质 的 一 般 评述 ,在 初 读 时 
只 要 上 略 知 其 梗概 就 够 了 ,真正 的 理解 必然 要 待 了 解 到 较 多 的 拓扑 性 质 之 后 . 本 节 
中 对 于 “可 数 性 ”与 “可 分 性 ”的 讨论 ,自然 也 能 部 分 地 起 到 阐释 一 般 方 法 的 作用 . 

以 下 基 ,Y,Z 等 均 记 拓扑 空间 ,记号 rx,rr, 多 x, 多 y 等 的 意义 是 自明 的 . 

A. 同 胚 

2. 3C 中 的 讨论 已 显示 出 如 下 定义 的 必要 性 . 

2.4.1 定 义 设 和 与 了 Y 是 两 个 拓扑 空间 .车 下: X -站 是 一 个 连续 双 射 县 
有 连续 的 道上 映射, 则 称 己 为 从 区 到 了 的 一 个 同 胚 , 或 简称 下 为 同 胚 ( 也 称 为 拓扑 
映射 或 拓扑 变换 ). 当 从 XX 到 Y 的 同 胚 存在 时 (未 必 是 唯一 的 ), X 与 了 是 互相 同 
胚 或 拓扑 等 价 的 拓扑 空间 ,或 简单 地 说 , 区 与 了 同上 胚 . 

今后 用 下 :XX 衬 Y 表示 下 是 从 XX 到 Y 的 一 个 同 胚 ,而 XX 衬 Y 则 表示 六 与 
Y 同 胚 ,除非 男 有 说 明 . 利用 上 述 记 号 ,现在 可 将 定理 2. 3. 12 的 结论 简单 地 表示 
为 G: 社 衬 Y. 

一 个 与 同 胚 有 关 但 稍 弱 的 概念 是 拓扑 租 入 . 设 :XX 一 了 ,FX 二 Z,Z 是 Y 
的 子 空间 .车 让 : 关 衬 Z, 则 称 已 为 从 和 到 了 中 的 一 个 拓扑 嵌入 ; 当 这 样 一 个 拓 
扑 馈 入 存在 时 ,说 XX 可 拓扑 藤 入 到 Y 中 ,此 时 不 妨 将 XX 看 做 Y 的 子 空间 (参看 下 
面 的 例 2. 4. 4(ii) ). 

由 定义 2.4. 1 直接 看 出 , 同 胚 有 以 下 性 质 . 

Qi) 自 反 性 ;对 任何 拓扑 空间 立 ,， 有 1x:XX 实 XX. 

Gi) 对 称 性 :车 下 :XX 实 Y, 则 Ff-7!1:Y 实 X. 
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(iii) 传递 性 :车 下 :对 之 Y,G:Y 宇 Z, 则 GF :X 全 2. 

因此 可 以 说 ,互相 同 胚 的 拓扑 空间 组 成 一 个 同 胚 等 价 类 ?了 ,不 同类 的 拓扑 空 
间 必 不 同 胚 . 

让 我 们 综合 一 下 对 同 胚 的 各 种 形式 的 刻画 . 

2. 4.2 命题 设 下 :和 一 了 是 一 个 双 射 , 则 以 下 条 件 互 相等 价 : 

(i) FF 是 一 个 同 胚 ; 

(ii) 研 是 连续 开 上 映射 (Frx 一 rr); 

(iii) 了 是 连续 闭 映 射 (会 Fx = Fy); 

(IvV) FA,= Niely x EX); 

(v) 对 半 中 的 网 {zi) 及 TEX, 有 ZX 一 TT 全 Fr Fr; 

(vi )YACX, 有 FA=FA(GBY A4CX, 有 FA’= (FA)'). 

以 上 结论 无 非 是 命题 2. 2. 2,2. 2. 3,2. 2.8,2. 2. 10 的 一 个 综合 ,并 无 必要 重 
新 逐一 推导 . 简 而 言 之 ,命题 2. 4. 2 表明 , 同 且 :XX 一 了 实现 XX 与 Y 中 的 开 集 、 
闭 集 、 邻 域 .极限 、 闭 包 、 内 部 之 间 的 完全 对 应 ;如 果 某 个 概念 或 结论 在 其 表述 中 
仅 用 到 上 面 列举 的 开 集 、 闭 集 、 邻 域 等 概念 ,那么 它 在 同 胚 下 之 下 也 是 完全 对 应 
的 . 例如 ,车 XX 是 可 数 个 开 集 的 不 交 并 , FF : 和 兰 Y, 则 Y 也 必 为 可 数 个 开 集 的 
不 交 并 . 总 之 ,通过 同 豚 正 :和 一 了 ,我们 可 以 毫 无 保留 地 将 X 中 的 种 种 拓扑 事 
实 转 移 到 了 中 去 . 

由 命题 2. 4. 2 直接 推出 关于 拓扑 磐 人 的 以 下 结论 . 

2.4.3 推论 设 已 :和 一 了 是 一 个 单 射 , 则 以 下 结论 成 立 . 

(iD 下 是 拓扑 嵌 和 人 的 充 要 条 件 是 :对 于 扎 中 的 网 {z,} 及 工 E 和 ,有 

Xi 一 工 全 下 7 一 开工. 

(ii) 若 fX 是 Y 的 开 子 集 ( 或 闭 子 集 ), 尺 是 连续 开 了 映射 (或 连续 闭 映 射 ), 则 
下 是 拓扑 戏 人 . 

今后 需要 判定 一 映射 为 拓扑 嵌 人 时 ,推论 2.4. 3( 尤 其 是 其 中 的 结论 (i) ) 是 
常用 的 . 

现在 来 看 几 个 例子 . 

2.4.4 例 (GD 设 和 ,7,2Z 是 三 个 拓扑 空间 , 今 证 明 

和 X7XZ 佐 (XXXY) X2Z. (1) 
为 此 ,定义 映射 
F:XXYXZ— (XXY)XZ, (ry,2)— ((r,y),2). 

F 显然 为 双 射 ,车 {zx} , (yy,) ,{z,) 分 别 为 X,Y,Z 中 的 网 , x EX,y EY,z E72Z, 则 


Q 此 处 套用 了 一 集 依 等 价 关系 分 类 的 术语 ,但 我 们 避免 使 用 “对 拓扑 空间 的 全 体 进行 分 类 ”这 样 的 
说 法 ,以 免 遇 到 集 论 困难 . 
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(Tis Yi Zt) > (TY) 
OX TY YZ 
© (Ti9y) > (TY) ,ZZ 
F(z YZ) > F(x,y,2), 
这 表明 FF 是 一 个 同 胚 (用 命题 2. 4. 2(v)). 
当 需 要 验证 一 个 映射 下 为 同 胚 时 ,可 选择 命题 2.4.2(ii)~(vi) 中 任 一 条 件 
验证 之 . 验证 条 件 (v) 常 常 是 方便 的 ,上 面 对 下 的 验证 已 表明 了 这 一 点 . 
”” 式 (1) 表 明 拓 扑 积 满足 结合 律 ,这 一 结论 将 经 常用 到 . 还 可 将 此 结论 推广 到 
很 一 般 的 情况 : 设 Xi(i € 7) 是 一 族 拓扑 空间 , 了 = 二 UJ 是 一 个 不 交 并 , 则 有 


ll x 1 11 xX. (2) 
特别 地 ,车 TN 站 J = 名 , 则 
XU XI XX, (3) 


这 些 结论 今后 将 不 加 说 明 地 引用 . 
Qi) 设 和 是 拓扑 空间 X:G € 了) 的 积 空间 , 则 每 个 X; 可 看 作 久 的 子 空间 . 今 
就 一 特殊 情况 证 明 此 结论 (这 只 是 为 了 便于 表述 ,处 理 一 般 情况 并 无 原则 性 困 
难 ). 设 Z = XXY, 取 定 y。E€ Y, 定义 映射 
F :XZ, rz— (rt,yo0), 
则 下 显然 是 一 单 射 . 若 {z,} 是 XX 中 的 网 , x E 和 则 
Ti -工人 (Zi yo) ~ (X,Yyo) 
Fr Fr, 
可 见 五 是 一 拓扑 艇 和 人 (用 推论 2. 4. 3(i) ). 
(iii) 设 R* 依 例 2. 1. 6( 也 参看 例 2. 3. 8(ii)), 则 由 式 (3) 有 
R“" 伪 R* x Rv， 
其 中 == N\(1,2,…,n}. 于 是 由 (ii) 得 出 结论 : R" 可 看 作 R* 的 子 空间 , 即 R* 可 
拓扑 能 人 及 " 中 . 这 就 说 明了 R* 真正 是 Euclid 空间 的 一 个 “扩大 ”. 
B. 拓扑 性 质 
上 面 对 同 胚 的 讨论 ,自然 地 导致 关于 拓扑 性 质 的 一 般 概念 . 如 命题 2. 4. 2 所 
指明 的 ,拓扑 空间 中 由 开 集 、 邻 域 等 描述 的 种 种 关系 ,在 同 胚 映射 之 下 保持 不 变 . 
这 些 不 变 的 关系 正 是 拓扑 学 所 致力 研究 的 拓扑 性 质 . 正式 地 说 ,所 谓 拓扑 性 质 ， 
就 是 拓扑 空间 的 在 同 胚 映射 下 保持 不 变 的 性 质 . 在 这 个 意义 上 ,拓扑 性 质 也 称 为 
同 胚 不 变性 质 ,或 拓扑 不 变性 质 , 或 拓扑 不 变量 2%. 


@ 自然 包括 那些 在 拓扑 映射 之 下 保持 不 变 的 数量 指标 与 对 应 于 拓扑 空间 的 代数 系统 ,但 亦 可 指 一 
般 拓 扑 性 质 . 
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对 拓扑 性 质 的 如 上 界定 引出 如 下 两 方面 的 考虑 . 

首先 ,既然 拓扑 性 质 是 同 胚 不 变性 质 ,互相 同 胚 的 拓扑 空间 就 具有 完全 同样 
的 拓扑 性 质 ,或 者 说 ,有 实质 上 相同 的 拓扑 结构 ,所 不 同 的 仅 是 外 观 形 式 而 已 . 在 
这 个 意义 上 , 当 X 宇 Y 时 , 义 与 了 作为 拓扑 空间 就 不 必 加 以 区 别 , 有 时 就 干脆 认 
定子 二 Y! 由 此 又 自然 地 引出 如 下 观点 : 若 和 可 拓扑 戏 人 了 , 则 不 妨 认为 关 就 
是 了 的 子 空间 ,有 时 就 干脆 认定 和 人 CY. 对 于 我 们 所 要 考察 的 某 个 拓扑 性 质 P， 
既然 P 为 互相 同 胚 的 拓扑 空间 组 成 的 空间 类 所 共有 ,我 们 就 无 需 考虑 该 空间 类 
的 所 有 空间 ,而 仅 需 考察 其 中 的 某 个 特殊 代表 就 够 了 . 互相 同 胚 的 拓扑 空间 ,在 
本 质 上 固然 没有 区 别 , 但 就 其 形态 的 直观 性 与 研究 的 方便 性 而 言 , 则 可 能 大 有 区 
别 . 互相 同 胚 的 拓扑 空间 适当 替换 ,常常 可 以 显著 地 简化 所 研究 的 问题 . 从 方法 
论 的 角度 来 看 , 同 胚 概念 的 主要 价值 正在 于 此 . 

其 次 ,如 命题 2.4. 2 所 表明 的 , 同 胚 实现 两 个 拓扑 空间 的 开 集 、 邻 域 等 之 间 
的 完全 对 应 . 这 就 引出 如 下 基本 结论 :如 果 关 于 拓扑 空间 的 某 个 命题 P 的 表述 
仅 用 到 开 集 、 闭 集 、 邻 域 .极限 、 闭 包 、 内 部 等 概念 以 及 集 论 的 用 语 ( 如 集运 算 、 可 
数 性 等 ) ,那么 已 就 是 一 条 拓扑 命题 ,或 等 价 地 , P 所 刻画 的 空间 性 质 就 是 拓扑 
性 质 . 这 就 使 我 们 对 于 拓扑 性 质 的 外 部 特征 有 了 一 个 可 识别 的 标准 . 

在 作 了 上 面 的 说 明之 后 ,现在 已 经 很 清楚 ,拓扑 学 所 要 研究 的 ,就 是 拓扑 性 
质 ,而 不 是 某 个 特定 的 拓扑 空间 

就 对 拓扑 性 质 的 研究 而 言 ,我 们 所 要 解决 的 基本 问题 是 什么 呢 ? 在 这 一 点 
上 ,人 们 已 形成 某 些 一 般 看 法 ,最 基本 的 问题 可 概括 如 下 . 

(i) 等 价 刻画 . 给 定 一 个 拓扑 性 质 P, 对 于 它 有 哪些 等 价 刻画 ? 对 于 了 所 能 
给 出 的 等 价 刻画 傅 多 ,对 PP 的 理解 就 愈 透彻 ;对 P 的 刻画 在 形式 上 差别 愈 大 ,所 
得 的 结论 就 愈 深刻 、 愈 有 应 用 价值 . 对 一 些 重 要 拓扑 性 质 的 非 同 寻常 的 等 价 刻画 
的 发 现 ,常常 是 拓扑 学 中 的 重要 成 果 . 

(ii) 不 变性 . 给 定 拓扑 性 质 已 , 它 在 空间 的 一 定 运算 或 变换 下 是 否 保持 不 
变 ? 具体 来 说 就 是 :具有 性 质 P 的 拓扑 空间 的 子 空间 (或 开 子 空间 、 闭 子 空间 ) 是 
否 亦 具有 性 质 P? 用 一 个 已 流行 的 术语 来 说 就 是 : P 是 否 是 遗传 (或 开 遗 传 . 闭 
遗传 ) 的 ? 任意 个 (或 有 限 个 、 可 数 个 ) 具 有 性 质 P 的 拓扑 空间 的 积 空间 是 否 亦 具 
有 性 质 P? 或 形式 地 说 , P 是 否 是 可 乘 ( 或 有 限 可 乘 , 可 数 可 乘 ) 的 ? 具有 性 质 P 
的 拓扑 空间 在 连续 映射 下 的 像 是 否 亦 具有 性 质 P? 或 者 说 ,性 质 P 是 否 为 连续 
映射 所 保持 ? 具有 性 质 卫 的 拓扑 空间 的 商 空 间 是 否 亦 具有 性 质 P? 对 以 上 问题 
的 解答 愈 肯定 ,为 我 们 所 知 的 具有 性 质 P 的 拓扑 空间 就 愈 多 ,对 于 性 质 P 的 应 
用 就 获得 愈 多 的 机 会 . 一 个 拓扑 性 质 的 不 变性 (例如 遗传 性 、 可 乘 性 、 在 连续 映射 


@ 在 这 个 意义 可 以 说 ,拓扑 学 家 乃 是 “不 知 土豆 与 错 球 有 何 区 别 的 人 ”. 
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下 的 不 变性 等 ) 结 论 愈 多 ,该 性 质 的 运用 就 愈 方便 . 某 些 不 变性 结论 (如 可 乘 性 定 
理 等 ) 常 常 是 深刻 的 拓扑 学 定理 . 

(iii)》 有 运 辑 关系 . 给 定 拓扑 性 质 P 与 Q@, 是 否 存 在 确定 的 关系 PP 二 QQ 或 
Q 二 > P? 如果 已 一 Q 一 般 地 不 成 立 , 是 否 有 适当 的 条 件 附 加 于 已, 使 之 能 推出 
Q? 

拓扑 空间 理论 的 相当 一 部 分 内 容 就 是 关于 以 上 问题 的 解答 ;肯定 的 解答 依 
赖 于 或 易 或 难 的 证 明 ,否定 的 解答 则 依赖 于 适当 的 反例 . 

然而 ,就 目前 而 言 ,对 上 述 的 这 一 切 你 或 许 并 无 太 多 感觉 ,因为 我 们 还 没有 
真正 考察 过 某 个 特定 的 、 仅 为 部 分 拓扑 空间 所 具有 的 拓扑 性 质 . 现在 该 有 一 个 开 
端 了 ,这 就 是 下 面 要 谈 到 的 “可 数 性 "与 “可 分 性 ”, 看 过 它们 之 后 ,再 回 过 头 来 重 
温 本 段 所 说 的 一 切 ,自然 会 有 更 多 的 体会 . 

C. 可 数 性 公理 

在 2.1A 中 我 们 曾 提 到 ,选择 拓扑 7r 的 某 个 较 小 的 子 族 多 作为 拓扑 基 , 可 收 
到 “用 特殊 对 象 表 出 一 般 对 象 ”, 或 者 “用 简单 对 象 表 出 复杂 对 象 ” 的 效果 . 选择 拓 
扑 基 时 首要 的 标准 是 , 它 应 含有 尽 可 能 少 的 集 . 就 常见 的 拓扑 空间 而 言 ,选取 有 
限 的 拓扑 基 并 无 现实 性 ,因而 不 成 为 探讨 的 目标 . 至 于 选取 可 数 的 拓扑 基 , 则 对 
一 大 类 拓扑 空间 是 现实 可 行 的 , 且 这 些 空间 构成 最 有 应 用 价值 的 拓扑 空间 的 一 
部 分 . 

对 于 邻 域 基 亦 可 提出 类 似 的 问题 . 这 两 方面 的 考虑 导出 互相 平行 的 以 下 两 
个 概念 . . 

2. 4.5 定 义 车 拓扑 空间 存在 可 数 拓扑 基 ( 即 由 可 数 个 集 组 成 的 拓扑 
基 ) , 则 说 满足 第 二 可 数 性 公理 . 车 X 的 每 点 存在 可 数 邻 域 基 , 则 说 X 满足 第 
一 可 数 性 公理 . 

为 行文 简便 起 见 , 今 后 将 采用 较 简 短 的 术语 :满足 第 一 (或 第 二 ) 可 数 性 公理 
的 空间 就 称 为 第 一 (或 第 二 ) 可 数 空间 ;“ 满 足 第 一 或 第 二 可 数 性 公理 ”这 种 性 质 ， 
统称 为 “可 数 性 ”. 后 一 术语 虽 不 很 标准 ,但 适当 地 使 用 不 致 引起 混淆 . 依据 上 有 段 
中 的 一 般 说 明 ,“ 可 数 性 ”无 疑 是 拓扑 性 质 . 

要 举 出 第 一 或 第 二 可 数 空间 的 例子 并 不 难 . 最 容易 想到 的 第 一 可 数 空间 是 
度量 空间 :若是 度量 空间 , x € XX, 则 {By, (zx) : n € N}) 就 是 z 的 一 个 可 数 邻 
域 基 . R" 可 作为 第 二 可 数 空间 的 简单 例子 , 它 有 一 个 可 数 拓扑 基 : 

{B(xz):TEQ',0 Zr EQ). 

现在 对 第 一 与 第 二 可 数 空间 来 逐个 解答 上 段 中 提出 的 那些 问题 . 首先 指出 
如 下 平凡 结论 :第 二 可 数 性 二 > 第 一 可 数 性 .事实 上 , 若 肋 是 马 的 可 数 拓扑 基 , 则 
对 每 个 x € X， 

B= {BEB:rEB) 
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是 并 的 可 数 邻 域 基 ( 参 考 2. 1B). 

2. 4. 6 定理 对 于 拓扑 空间 关 , 以 下 条 件 互 相等 价 : 

(GD XX 是 第 二 可 数 空间 ; 

(ii) X 的 任何 拓扑 基 包 含 一 个 可 数 拓扑 基 ， 

Giii) 了 有 一 个 可 数 拓扑 子 基 . 

证 〈D=>(ii). 这 是 证 明 的 核心 步骤 . 设 -x = {4,) 与 络 均 为 X 的 拓扑 基 ， 
今 要 从 名 中 取出 XX 的 一 个 可 数 拓 扑 基 . 令 

T= {((m,n): A,. CBCAdIBE %))}, 
则 了 工作 为 N x N 的 子 集 是 可 数 集 ( 用 定理 1. 1. 8). 对 每 个 i 二 (m,n) ET, 取 定 
一 个 B € 名, 使 得 4A, CC B,C 4. 今 证 
BI1A{B:iET} 

是 区 的 可 数 拓扑 基 . 为 此 ,只 要 证 每 个 4,(n E N) 是 多 i, 中 某 些 集 之 并 . 固定 
n €N, 任 给 x € 4,. 因 多 是 X 的 拓扑 基 , 故 有 BE 多 ,使 得 TE BC A4,; 同 
理 又 有 4, € .x ,使 得 x € 4A, CB. 于 是 i = (mx,n) € 1,x € B,C A,. 这 就 
推出 4, 是 乡 ; 中 某 些 集 之 并 ,如 所 要 证 . 


(i) 二 Gi) 是 平凡 的 . 
(iii) 之 (iD. 若 X 有 可 数 拓扑 子 基 到, 则 甩 * 是 和 的 拓扑 基 且 是 可 数 的 (用 定 
理 1.1.8), 因 而 X 是 第 二 可 数 空 间 . 口 


定理 2. 4. 6 中 的 关键 刻画 是 (ii) ,今后 将 多 次 用 到 . 

对 于 第 一 可 数 性 亦 可 建立 类 似 的 结果 ,但 有 了 定理 2. 4. 6 之 后 ,就 不 特别 值 
得 关注 了 . 

关于 “不 变性 ”, 有 如 下 颇 令 人 满意 的 结果 . 

2. 4.7 定理 ”Gi) 第 二 可 数 性 是 遗传 的 , 即 第 二 可 数 空间 的 子 空间 亦 为 第 二 
可 数 空 间 . 

(ii) 设 XX 是 一 族 拓扑 空间 (Xi,t)G E 7) 的 积 空间 , 则 和 X 是 第 二 可 数 空 
间 台 每 个 X; 是 第 二 可 数 空间 , 且 至 多 除去 可 数 多 个 例外 ,zt 是 平凡 拓扑 ( 依 例 
2.1. 2(iii)). 因此 ,第 二 可 数 性 是 可 数 可 乘 的 , 

(Xiii) 第 二 可 数 性 在 连续 开 映 射 下 不 变 , 即 车 : 和 一 了 是 一 连续 开 满 射 , 和 
是 第 二 可 数 空间 , 则 Y 亦 是 第 二 可 数 空间 . 

对 于 第 一 可 数 性 有 完全 平行 的 结论 . 

证 ”结论 0) 与 Gi) 分 别 由 命题 2. 3. 2Gi) 与 推论 2. 2. 10(ii) 直 接 推出 ,只 需 证 
(ii). 

首先 设 和 是 第 二 可 数 空间 , 则 XiG € 7) 作为 匀 的 子 空间 ( 依 例 2. 4. 4(ii)) 
亦 是 第 二 可 数 空间 . 若 具有 非 平凡 拓扑 的 X; 超过 可 数 个 , 则 不 妨 设 了 不 可 数 而 
Xi(i € 了 ) 均 具 有 非 平凡 拓扑 , 今 要 由 此 推出 矛盾 . 设 多 = {B,} 是 的 可 数 拓 
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扑 基 . VY i € 1, 取 4; € zi, 使 得 名 冯 4; 关 XX;. 对 固定 的 n € N, 因 B, 包 含 一 个 
形 如 2. 3 节 式 (117 的 非 空 开 集 , 故 除 至 多 有 限 个 例外 ,有 PiB, = X;. 因 了 不 可 
数 , 故 必 有 zi E 7, 使 得 Yn EN, 有 PiB, 一 Xi. 另 一 方面 , 因 Prl4, 是 筷 中 的 
非 空 开 集 , 故 有 n E N, 使 得 B,C Pr.4 ,因而 
Xi = PiB, CP PA, = A X,, 

得 出 矛盾 . 

其 次 , 设 X; 均 为 第 二 可 数 空间 , 且 除 至 多 可 数 多 个 例外 , = 是 平凡 拓扑 . 今 
证 X 是 第 二 可 数 空间 . 因 任 意 个 平凡 拓扑 空间 的 积 空间 显然 是 平凡 拓扑 空间 ， 
从 而 是 第 二 可 数 空间 , 故 不 妨 设 了 就 是 可 数 集 ( 此 处 用 到 式 (2), 为 什么 ?). 
Yi E17, 取 X; 的 可 数 拓扑 基 多 , 则 多 和 会 U Pi 多 ;是 X 的 拓扑 子 基 (用 命题 
2.3.7(i)), 且 多 显然 是 可 数 族 (用 定理 1.1.8), 因 而 六 是 第 二 可 数 空间 (用 定理 
2. 4. 6). 

对 于 第 一 可 数 性 相应 结论 的 证 明 是 类 似 的 . 口 

利用 定理 2. 4.7 来 判定 第 一 或 第 二 可 数 性 是 很 有 效 的 . 

2.4.8 例 (i) 空间 R? (参考 例 2. 3. 8(ii)). 首先 注意 ,R 平凡 地 是 第 二 可 数 
的 (例如 {((a,p) :a,b € Q }) 即 为 R 的 可 数 拓扑 基 ). 于 是 由 定理 2. 4. 7(ii) 推 出 : 

R? 是 第 二 (或 第 一 ) 可 数 空 间 驹 0 可 数 . 

特别 地 ,由 此 又 重新 推出 R" 是 第 二 可 数 空间 . 鉴于 R* 及 其 子 空间 均 为 第 二 可 数 
空间 ,使 我 们 一 下 子 得 到 大 量 第 二 可 数 空间 的 例子 . 

若 2 不 可 数 , 则 R? (例如 R" ) 不 是 第 一 可 数 空间 ,因而 其 中 的 拓扑 绝 非 度 
景 拓扑 ,这 意味 着 不 可 能 在 R? 上 定义 一 个 度量 ,使 之 能 生成 R? 上 的 积 拓扑 ( 即 
点 态 收敛 拓扑 ). 这 是 一 个 颇 有 意思 的 结果 , 它 可 看 作 第 一 个 成 功 的 例子 ,说明 运 
用 拓扑 性 质 的 不 变性 与 逻辑 关系 ,可 得 出 某 个 空间 具有 或 不 具有 某 个 拓扑 性 质 
的 结论 ,而 直接 证 明 该 结论 则 未 必 容 易 . 

(ii) 设 对 是 任 一 非 空 集 , 其 中 采用 离散 拓扑 ( 依 例 2.1.2Gii)). X 的 任何 拓 
扑 基 必 定 包含 单 点 集 族 {{z} : zEX)}. 这 就 表明 ,和 是 第 二 可 数 空间 铺 和 是 可 
数 集 . 因此 ,当头 是 不 可 数 集 时 , X 依 离 散 拓扑 不 是 第 二 可 数 的 ;因而 度量 空间 
不 必 是 第 二 可 数 的 (参考 2.1D); 这 又 推出 第 一 可 数 空间 不 必 是 第 二 可 数 的 . 

第 一 可 数 空间 的 价值 主要 因为 以 下 结果 . 

2. 4. 9 命题 设立 是 第 一 可 数 空间 , 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) 任 给 4 CX,， 有 


4 一 {zEX: 存在 序列 {zx,} CA4 使 Xx。 一 工 }. (4) 
(ii) 设 F: XX 一 了 ,Y 是 任 一 拓扑 空间 , 则 连续 的 充 要 条 件 为 
Zu 一 工 (序列 收 和 化) 之 Fr, 一 Fx. (5) 


证 G) 以 B 记 式 (4) 之 右 端 , 则 显然 BC A (用 2.1 节 式 (20)). 反 之 , 设 
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zE4, 取 z 的 可 数 邻 域 基 {(V,}, 不 妨 设 {V,} 是 一 降 列 (否则 用 站 ?7 取代 
V,). Vn EN, 取 zx,E€ 4 介 V, (用 定义 2.1.11 及 其 后 的 说 明 ), 则 {zx,)} CC A4， 
Xx, 悦 工 ， 因而 x € B. 这 就 证 得 4 二 B, 即 式 (4) 成 立 . 

(ii) 当下 连续 时 条 件 (5) 显 然 成 立 ( 用 命题 2. 2.2(iv)). 反 之 , 设 条 件 (5) 成 
立 , 4A CX, 今 证 FACFA( 这 推出 连续 ,参看 定理 2. 2. 3(vi)). 任 给 XE€ 4， 
由 式 (4) 有 序列 {x,} C 4, 使 得 x, 一 xz; 由 条 件 (5) 得 Fz, 一 Fx, 因而 Fx € 
FA. 这 表明 FA CFA. 口 

简单 地 说 ,命题 2. 4. 9 表明 ,对 于 第 一 可 数 空间 , 凡 用 网 收敛 表述 的 概念 或 
命题 , 均 可 改 用 序列 收敛 表述 ,这 就 可 给 问题 带 来 显著 简化 . 就 此 而 言 ,第 一 可 数 
空间 颇 接 近 于 度量 空间 . 你 必定 注意 到 , 式 (4) 正 好 与 2.1 节 式 (32) 一 致 . 因此， 
第 一 可 数 空间 必定 是 你 更 喜欢 的 拓扑 空间 . 毕竟 使 用 序列 极限 是 比 使 用 网 极限 
更 方便 的 事情 . 至 于 非 第 一 可 数 空 间 , 仅 用 序列 不 足以 刻画 其 拓扑 ,理由 现在 已 
十 分 清楚 :这 种 空间 中 点 的 邻 域 系 取决 于 不 可 数 个 基 邻 域 , 而 一 个 序列 至 多 含 可 
数 多 个 点 ! 

D. 可 分 性 

如 果 说 ,拓扑 基 概 念 提 供 了 用 某 些 特殊 开 集 通过 并 运算 构成 全 部 开 集 的 方 
法 ,那么 自然 会 提出 这 样 的 问题 :是否 可 用 拓扑 空间 的 某 个 特殊 子 集 通 过 极限 运 
算得 出 空间 中 所 有 的 点 ? 就 Euclid 空间 R" 而 言 ,我 们 知道 其 中 的 有 理 点 集 Q" 就 
能 起 这 样 的 作用 . 我们 希望 ,还 有 其 他 一 些 拓扑 空间 会 有 类 似 的 性 质 . 为 使 上 面 
提出 的 问题 表述 得 更 清楚 ,引进 如 下 定义 ， 

2.4.10 定 义 若 4 是 拓扑 空间 的 子 集 , 亏 = X, 则 称 4 为 和 中 的 稠 集 ， 
或 者 说 4 在 XX 中 稠密 . 若 X 中 存在 可 数 稠 集 , 则 称 XX 为 可 分 空间 . 

依 以 上 定义 ,Q" 就 是 R" 中 的 可 数 稠 集 ,因而 R" 是 可 分 空间 . 我们 将 看 到 ， 
还 有 许多 其 他 常见 的 拓扑 空间 是 可 分 空间 . 

在 详细 讨论 可 分 性 之 前 ,让 我 们 给 出 稠 集 的 一 些 更 明确 的 刻画 . 

2. 4. 11 命题 对 于 4 CX, 以 下 条 件 互相 等 价 : 

Gi)4 是 XX 中 的 稠 集 ; 

(i) X 的 每 个 非 空 开 子 集 都 含有 4 中 的 点 ; 

(iii) 存在 X 的 拓扑 基肥 ,每 个 BE 多 都 与 4 相交 ; 

(iv) 每 点 zEX 的 每 个 邻 域 (或 基 邻 域 ?) 都 含有 4 中 的 点 ; 

(v) 每 点 x € XX 是 4 中 某 个 网 的 极限 . 

证 明 是 平凡 的 . 实际 上 ,以 上 诸 条 件 不 过 是 2. 1 节 式 (11) 与 2.1 节 式 (20) 的 
直接 推论 ,至 多 换个 说 法 而 已 . 命题 2. 4. 11 虽然 简单 ,但 因 其 用 得 很 多 ,还 是 值 
得 注意 的 .应 注意 的 是 ,命题 2.4.11(v) 中 的 网 不 能 改 为 序列 ,除非 和 是 第 一 可 
数 空间 . 
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直观 地 说 ,命题 2. 4. 11 中 的 诸 条 件 都 表明 一 个 事实 : X 中 每 一 点 都 可 用 4 
中 的 点 任意 盘 近 . 当然 ,此 处 所 说 的 “逼近 ”未必 有 度量 上 的 意义 ,除非 和 是 度 
量 空间 . 因此 ,在 一 定 意义 上 , 稠 集 起 着 类 似 于 拓扑 基 的 作用 ,二 者 都 是 用 特殊 的 
对 象 来 表 出 或 构成 一 般 的 对 象 ,以 达到 简化 的 效果 . 拓扑 空间 X 中 的 问题 ,如 果 
能 首先 在 某 个 稠 集 4 上 获得 解决 ,然后 通过 一 个 极限 手续 过 渡 到 全 空间 ,那么 
就 可 能 实现 问题 的 简化 ; 集 4 人 鳃 “小 ”, 其 中 的 元 素 愈 特殊 ,简化 的 效果 就 可 能 愈 
好 . 这 就 促使 我 们 寻求 尽 可 能 “小 ”的 稠 集 ,可 数 稠 集 自然 已 是 “最 小 ”的 稠 集 了 ， 
而 有 这 种 稠 集 的 空间 就 是 可 分 空间 . 因此 ,可 分 空间 特别 被 人 们 偏爱 ,是 理 所 当 
然 的 . 

从 上 面 已 指出 的 笛 集 与 拓扑 基 的 对 比 关系 看 来 ,可 分 性 与 第 二 可 数 性 有 某 
种 类 似 性 . 然而 ,可 分 性 与 第 二 可 数 性 的 确切 关系 是 什么 呢 ? 以 下 结果 提供 了 部 
分 回答 . 

2. 4. 12 命题 第 二 可 数 空间 是 可 分 空间 ;可 分 度量 空间 是 第 二 可 数 空间 . 
因此 ,就 度量 空间 而 言 ,可 分 性 与 第 二 可 数 性 一 致 . 

证 首先 设 X 是 第 二 可 数 空 间 , 于 是 它 有 一 可 数 拓扑 基 (8B,}.Yn EN 取 
zx, E B,, 令 4={z). 因 每 个 基 开 集 B, 均 含有 4 中 的 点 , 故 忒 = 和, 这 表明 XX 
是 可 分 的 . 

其 次 设 和 是 可 分 度量 空间 ,于 是 它 有 一 可 数 稠 集 (x, : n € N}). 令 

B= (BCz) :m,n €E N}, 
显然 多 是 一 可 数 开 集 族 ( 用 定理 1. 1. 8). 今 证 多 是 羡 的 拓扑 基 . 为 此 只 要 证 : 任 
给 和 中 的 球 B.(z)) 工 和 Xir > 0, 总 有 Byun(xs) E 家 ,使 得 zE Bj,(x,) CC 
B.(z). 首先 取 m E N, 使 1/m < /2; 然后 取 x, € Bimn(z) (用 {z,) 的 稠密 
性 ). VY y € Byun(x,)， 有 

d(x,y) Ed(r,T) 二 d(x,,y) 

过 二 十 二 之 7 

即 y € B,(z). 因此 x € By,(z,) CC B,(z), 如 所 要 证 . 口 

下 面 考 虑 不 变性 . 尽管 可 分 性 与 第 二 可 数 性 颇 为 接近 ,但 以 下 结果 与 定理 
2. 4. 7 还 是 有 较 大 差别 . 

2. 4. 13 定理 〈i) 可 分 空间 的 开 子 空间 是 可 分 的 ;可 分 度量 空间 的 任何 子 
空间 是 可 分 的 . 

(ii) 不 超过 clc = |R1) 个 可 分 空间 的 积 空间 是 可 分 的 . 

(iii) 可 分 性 在 连续 映射 下 不 变 , 即 车 下 ECCX,7),X 是 可 分 空间 , 则 FX 
是 了 的 可 分 子 空间 . 

定理 的 结论 (1) 与 Gii) 的 证 明 是 平凡 的 ,读者 不 难 自己 写 出 . (ii) 的 证 明 涉及 
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一 点 基数 计算 ,不 宜 在 此 考虑 . 不 过 ,我 们 将 在 例子 ( 见 例 2. 4. 14(iv)) 中 考虑 (ii) 
的 一 种 特殊 情况 ,对 这 一 特殊 情况 的 处 理 实际 上 已 体现 了 证 明 的 一 般 思想 . 
2.4.14 例 (iD 设 z 与 75 分 别 为 X 上 的 平凡 拓扑 与 离散 拓扑 . (XX,Tt) 仅 
有 开 集 六, 何 , 当然 是 第 二 可 数 的 ,因而 也 是 可 分 的 .注意 , 任 给 z € XX, 单 点 集 
{zx} 已 在 (X,rt) 中 稠密 ! 因 (X,7,) 可 看 作 度 量 空 间 ( 依 例 2. 1. 15(ii)), 故 
(XX,T,) 可 分 怠 (Xm) 是 第 二 可 数 的 . 在 例 2. 4. 8(ii) 中 已 说 明 , (X,t,) 是 第 二 可 
数 空间 兮 X 可 数 ,因此 (X,t,) 可 分 全 和 可 数 . 因 (X,r,) 中 每 个 单 点 集 {x} 是 
开 集 , 故 (X,r) 中 的 唯一 笛 集 就 是 和 本 身 ( 用 命题 2. 4. 11(ii)). 
(ii) 设 在 R 中 采用 上 拓扑 t( 依 例 2.1.2Gi)), 则 R 中 的 闭 集 族 是 (参看 例 
2.1.13(i1)) 
.多 一 {(R,O} U {[a,o0) :a€R)}. 
设 ACR,inf 4 一 一 co, 则 R 中 包含 4 的 唯一 闭 集 就 是 R, 因 而 4 王 R, 即 4 是 
稠 集 . 特别 地 
A={— 1, 2 ne} 
在 R 中 稠密 ,因而 (R,r) 是 可 分 的 . 
(iii) 设 关 是 任 一 不 可 数 集 ,其 中 采用 可 数 补 拓扑 +5 ( 依 例 2.1.13(v)). 任 给 
可 数 集 ACX, 因 A 为 闭 集 , 故 4 一 4 天 天 ,4 必 非 稠 集 , 因而 XX: 不 是 可 分 的 . 
另 一 方面 ,车 A 己 X 是 不 可 数 集 , 则 如 例 2.1.13(v) 中 已 指明 的 ,有 有 4 一 XX. 因 
此 , X 中 的 稠 集 就 是 不 可 数 集 . 
以 上 三 例 中 的 稠 集 与 RC( 依 通常 拓扑 ) 中 的 稠 集 ( 如 有 理 点 集 ) 差 别 之 大 , 颇 
令 人 惊异 . 
Giv) 设 X== R", 其 中 采用 积 拓扑 .由 例 2. 3. 8(iil, 和 由 形 如 
U= (ff EX: f(r) ESCiICn)) (用 2.3 节 式 (17)) (6) 
的 集 组 成 拓扑 基 , 其 中 (ziyzz yz) CR 为 有 限 集 , 61,6,,…,6, 是 开 区 间 . 以 
-eg 记 如 下 有 理 点 组 4 之 全 体 : 
4=( 人 rootEQ:1 乏 : 委 1)， 
Et 
则 -ez 是 可 数 集 (用 定理 1.1. 8). 对 如 式 (7) 的 4, 定义 
六 Cn = 人 ri<r<s,l<i<n; 
“ 0， 其 他 ; 
则 f= {f4: 4E€ x) 是 X 的 一 个 可 数 子 集 . 设 U 如 式 (6), 不 妨 设 二 za 
三 … < zi 于 是 必 有 如 式 (7) 中 的 有 理 数 玉 ,9 使 得 7 过 zi 过 si.(1 志 i 志 n). 其 
次 取 t E61 QQZi<n), 则 
falzti)=t Eb (lign), 
这 表明 f4 € U. 因此 ,FF 是 X 中 的 稠 集 ( 用 命题 2.4.11(iii)), 从 而 关 为 可 分 空 


(7) 
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间 . 

上 述 的 X 就 是 一 个 非 第 二 可 数 的 可 分 空间 的 例子 . 考虑 到 可 分 空间 可 由 一 
可 数 集 通 过 极限 运算 扩张 而 成 ,似乎 可 分 空间 不 会 “< 太 大 ”. 而 R* 无 疑 是 一 个 “很 
大 ”的 空间 ,其 可 分 性 似乎 难以 理解 . 这 就 要 注意 到 R" 中 使 用 了 很 弱 的 拓扑 , 尽 
管 集 R" 很 大 ,但 其 中 的 开 集 还 不 至 于 太 多 ,因而 使 命题 2. 4. 11 中 的 条 件 (ii) 可 
被 一 可 数 集 满 足 . 如 我 们 已 指出 的 那样 (参看 例 2. 2. 5(i)) ,拓扑 愈 弱 ,一 集 的 闭 
包 就 愈 大 ,因而 空间 就 愈 可 能 成 为 可 分 空间 . 前 面 你 已 看 到 ,任何 平凡 拓扑 空间 
都 是 可 分 的 ! . 

另外 注意 ,既然 R* 是 非 第 二 可 数 的 可 分 空间 ,那么 其 中 的 拓扑 必 非 度量 拓 
扑 ( 用 命题 2. 4. 12). 这 就 重新 得 出 例 2.4.8(iD) 已 提 到 的 结论 ( 取 2 一 了 R). 

E. 同 伦 

在 讨论 了 两 种 基本 而 重要 的 拓扑 性 质 之 后 ,让 我 们 再 回 到 关于 拓扑 性 质 的 
一 般 考察 . 前 面 已 经 提 到 ,拓扑 性 质 是 同 胚 不 变量 . 因此 ,一 个 拓扑 性 质 与 其 说 属 
于 某 个 空间 ,还 不 如 说 属于 互相 同 胚 的 一 整 类 空间 . 为 具体 考察 的 方便 ,只 要 在 
该 类 空间 中 选择 最 合适 的 代表 就 够 了 ;空间 类 越 大 ,选择 到 理想 代表 的 可 能 性 就 
越 大 . 这 就 启示 出 一 个 更 一 般 的 思想 : 若 能 在 拓扑 空间 之 间 界 定 一 种 比 同 胚 等 价 
更 宽泛 的 等 价 ,姑且 记 作 二 ,使 之 满足 条 件 : 

Gi) 自 反 性 ;: X 二 XX; 

Gi) 对 称 性 :和 一 了 全 了 一 和 X; 

(iii) 传递 性 :X 一 了 一 2Z > 和 一 DZ; 

(iv) 弱 于 同 胚 ;X 人 YY 之 和 一 Y( 以 上 X,7,Z 是 拓扑 空间 ). 

则 二 等 价 的 空间 类 比 同 胚 等 价 类 更 大 . 若 拓扑 空间 的 某 个 性 质 已 关于 一 等 价 不 
变 , 则 当 卫 属于 某 个 拓扑 空间 XX 时 , 亦 必 属 于 包含 久 的 整个 二 等 价 类 ,当然 也 属 
于 该 等 价 类 所 包含 的 同 胚 等 价 类 ,因而 是 拓扑 性 质 , 而 且 是 一 种 比 同 胚 不 变性 质 
更 特殊 的 拓扑 性 质 . 为 研究 性 质 已 , 只 需 从 己 所 属 的 二 等 价 类 中 挑选 某 个 代表 
加 以 研究 就 够 了 ; 因 一 等 价 类 更 大 ,我 们 更 有 可 能 挑选 到 高 度 特 殊 的 空间 ,从 而 
可 能 使 对 了 的 研究 归结 到 很 特殊 的 情况 ,以 达到 最 大 的 简化 . 如 果 上 述 设 想 得 
以 实现 ,就 为 拓扑 学 开辟 了 新 的 简化 途径 .下 面 引 入 的 同 伦 等 价 , 正 是 为 达 此 目 
的 而 设 的 . 

以 下 设 了 = [0,1]; 对 于 HECCO XX,Y), 记 H,= HG, JJGE 

2.4.15 定义 设 X 与 Y 是 两 个 拓扑 空间 . 

(i) 设 ,fi ECC(X,Y). 若 存在 妃 ECGCJ X,Y) ,使 得 f= Hi,i = 0,1， 
则 说 f。 与 放 同 伦 , 记 作 J 二 五 ,并 称 瑟 为 从 fo 到 ff 的 一 个 同 伦 或 同 伦 映射 ,也 
写作 态 : f, 之 fi. 车 _ 与 某 个 常 值 映射 同 伦 , 则 说 /是 零 伦 的 ,写作 f, 二 0. 

(ii) 车 存在 € C(X,Y) 与 g € C(Y,X), 使 得 
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gf 一 1z，jg 一 1lr， (8) 
则 说 和 与 了 同 伦 等 价 , 或 说 和 与 了 有 相同 伦 型 , 记 作 和 全 了 , 称 f 为 从 六 到 Y 
的 一 个 同 伦 等 价 , 写 作 了: 式 一 了 ; 而 称 g 为 了 的 同 伦 逆 . 

以 上 定义 并 不 复杂 ,从 形式 上 看 ,条 件 (8) 不 过 是 将 1. 1 节 式 (10) 中 的 等 号 
改 成 了 同 伦 等 价 号 全 而 已 . 如 果 将 式 (8) 中 一 改 成 =: gf 二 1x,fg = 1y, 则 必 有 
8 一 广 :, 因而 了 是 一 同 胚 . 

满足 条 件 (8) 的 了 具有 哪些 性 质 , 眼 下 是 
完全 不 清楚 的 . 关键 在 于 ,从 式 子 gf 二 1x 不 
容易 直接 看 出 /与 g 有 何 关系 . 至 于 fo 二 
的 意义 ,从 定义 来 看 还 是 比较 清楚 的 . 直观 
上 ,可 以 想象 空间 X XY 中 的 连续 曲线 五, 随 
t 的 变化 而 连续 变化 ,上 就 看 作 时 间 , 当 上 从 0 


变 到 1 时 , 五, 恰好 从 五 ,= 矿 变 到 已; = 让 
《 见 图 2-2). 


下 面 来 验证 同 伦 等 价 确 具 有 本 段 开 头 所 x 
预期 的 性 质 . 为 此 ,首先 说 明 映 射 的 同 伦 是 一 图 2.2 
等 价 关系 . 


2. 4. 16 命题 (i) 由 定义 2.4.15(i) 所 定义 的 二 是 C(X,Y) 上 的 一 个 等 价 
关系 . 

(让 设 f,g ECCX,Y),pyEC(OY,Z). 若 / 一 8g2 人 0 则 891 一 V5. 

证 大 部 分 证 明 是 简单 的 ,下 面 只 给 出 一 个 简略 勾画 . 

(i) 设 f,g,h€E€ECC(X,Y). 车 取石 (t,x) 三 f(x), 则 右 : f 二 f. 若 HH:f 二 
8， 令 

HO,z) = HUIirx) (l(t,x) € J XX), 

则 入 :g 二 f. 车 及 :ff 二 g,G :8g 之 h, 定义 
五 (24,z)， (1,7) € [0,1/2] Xx X,， 
G2t— 17x), (t,x) € [1/2,1] XX, 
则 刁 :了 一 六 这 就 验证 了 全 是 CCX,7) 上 的 等 价 关 系 . 

Gi) 设 F: /二 g,G :9 二 y. 定义 

H(U,7x) = GG, F(t,7x)), 

或 Hi= GFhGeD), 则 H :yf ~ yg. 国 

在 命题 2. 4. 16 的 基础 上 ,现在 已 易 推出 我 们 所 需要 的 以 下 结论 . 

2. 4. 17 命题 ” 同 伦 等 价 有 以 下 性 质 : 

(1)1lx: 关 二 XX. 

Gi) 若 :XX 二 Y,g 是 了 的 同 伦 逆 , 则 g :YY 二 XX. 


FU,r) 一 
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GD) f/f: XY,p:YZ=>9/:X~Z. 

(iv) f/f: XY=/: XY. 

证 (DGiD (iv) 都 是 显然 的 ,下 面 证 (iii). 设 g 与 hh 分别 为 了 与 9 的 同 伦 
逆 , 则 

gf lx, fg 1y, 
hp 之 1ly, Hh lz. 
于 是 用 命题 2. 4. 16 (ii) 得 
ghpf gf 1lx, Pheh~ oh ~ 1z, 

这 表明 pf :和 一 Z. 口 

利用 命题 2. 4. 17 及 本 段 开 头 的 说 明 ,就 可 以 仿照 对 同 胚 的 作法 ,对 同 伦 等 
价 提 出 相应 的 术语 与 结论 :互相 同 伦 等 价 的 拓扑 空间 组 成 一 个 同 伦 等 价 类 ,不 同 
类 的 空间 既 不 同 伦 等 价 , 也 不 同 胚 . 在 同 伦 等 价 之 下 保持 不 变 的 性 质 称 为 同 伦 不 
变性 质 或 同 伦 不 变量 . 一 个 同 伦 不 变性 质 若 为 某 个 拓扑 空间 和 所 具有 , 则 亦 必 
为 基 所属 的 同 伦 等 价 类 所 共有 ,当然 也 为 所属 的 同 胚 等 价 类 所 共有 , 因 页 是 
一 个 拓扑 性 质 . 不 过 , 同 伦 不 变性 质 只 是 拓扑 性 质 的 一 部 分 ,而 且 可 能 是 更 特殊 、 
更 隐藏 、 或 许 也 更 有 趣 的 一 部 分 . 这 一 论断 自然 隐 含 了 一 个 前 提 , 即 同 伦 等 价 类 
是 同 胚 等 价 类 的 真正 扩大 . 事实 确实 如 此 ,下 面 的 简单 例子 即 可 证 实 . 

2.4.18 例 设 XCR" 是 一 非 空 凸 集 . 取 定 ze E 久 , 定义 映射 

H:J XXX, (7r)—itrot (~ i)z, 
则 且 E CCJ XX,X),Ho 二 1x,1i 三 xo. 记 Y 了 二 (zoj :了 了 一式 是 包含 映射 ， 
定义 f(x) 三 zolx E 和)， 则 
if = Hi 之 lx, fi= 1r, 

可 见 三 : X 一 了 . 这 表明 六 竟然 与 仅 含 一 点 的 空间 (就 称 为 单 点 宝 间 ) 同 伦 等 价 ! 
凡 与 单 点 空间 同 伦 等 价 的 拓扑 空间 称 为 可 缩 空间 . 由 可 缩 空间 构成 的 同 伦 等 价 
类 惊人 地 庞大 ,其 中 包含 Euclid 空间 及 其 中 的 凸 子 集 , 也 包含 了 所 有 拓扑 向 量 空 
间 及 其 中 的 凸 子 集 ,还 包含 了 许多 其 他 形式 的 空间 . 仅 就 同 伦 不 变性 质 的 研究 而 
言 ,无 论 R" 还 是 拓扑 向 量 空间 都 是 不 必 考 察 的 ,因为 它们 都 可 代 之 以 单 点 空间 ! 
在 这 个 意义 上 ,可 缩 空 间 无 疑 是 最 简单 的 拓扑 空间 . 


习 题 


车 题 中 涉及 点 集 4,B 等 的 拓扑 性 质 , 则 认定 它们 含 于 某 个 给 定 的 拓扑 空间 ; 若 涉 及 空间 
X,Y 等 的 拓扑 性 质 而 未 做 假定 , 则 认定 它们 是 给 定 的 拓扑 空间 . 

1. 列举 集 X = {0,1} 上 的 所 有 拓扑 ， 

2. 设 义 是 一 集 , xo EX,r= {OBO) U {4 :xo€ 4CX). 验证 + 是 X 上 的 一 个 拓扑 ( 当 
XX 仅 合 两 点 时 称 为 Sierpinski 空间 ). 
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3. 设 4 = (人 (121 人 (1 委 1 魏 四, 则 rz= (他 )U (hi :1 声 i 声 nn) 是 站 = 4 上 的 一 个 
拓扑 . 写 出 这 种 拓扑 的 一 个 推广 . 

4. 设 A 二 fn 十 1,…), 则 5 二 (@} U (4,:nE€N) 是 N 上 的 一 个 拓扑 . 

5. 设 t= {X, 扩 ,4,B) 是 居 上 的 一 个 拓扑 , 4,B 尖 XGO.4,6 有 何 性 质 ? 

6. 设 rmGeED7 是 X 上 的 一 组 拓扑 , 则 rz 一 门 二 是 和 上 的 拓扑 . 

7. 设 5GE7T) 是 X 上 的 一 组 拓扑 , 则 B= Uzr 不 必 是 X 上 的 拓扑 ,但 X 上 存在 一 个 包含 
8 的 最 小 拓扑 ， 

8. 设 R 上 用 通常 拓扑 , 则 .or = (( 一 coal,(acol) :a€Q) 与 多 = (ep) :caQ) 
分 别 为 R 的 拓扑 子 基 与 拓扑 基 . 

9. 设 -er = {( 一 00,4),[a,%) :a€R), 多 = {[a,6) :apER)， 则 R 上 有 一 拓扑 r， 
所 谓 右 区 间 拓 扑 , 它 分 别 以 x 与 甸 为 拓扑 子 基 与 拓扑 基 . : 

10. 设 多 是 拓扑 空间 (X,r) 的 拓扑 基 , 则 儿 满 足 定理 2.1.5 中 的 条 件 (iD 和 (ii)， 

11. 设 x, 多 己 2* 是 拓扑 基 , 则 二 者 生成 同一 拓扑 的 充 要 条 件 是 :(i)x€E BE 名 二 j 4 
ExTEACB; GrEAE .LN SIRE rE BCA. 若 仅 条 件 (i) 满 足 ,结论 如 何 ? 

12. 求 和 上 使 有 限 集 为 闭 集 的 最 小 拓扑 . 

13. 设 空 间 (X,r) 有 无 限 个 点 , z 包含 所 有 无 限 集 , 则 r* 是 离散 拓扑 . 

14. 设 R 上 的 拓扑 5 包含 R 的 所 有 不 可 数 子 集 , 则 = 是 离散 拓扑 . 

15. 设 (X,r) 是 一 拓扑 空间 , 多 Cr 用 .= {BE 多:xzE B), 则 多 是 拓扑 若 Y x € 
XX, 多 ,是 的 邻 域 基 ; 多 是 拓扑 子 基 GY x € XX, 绍 : 是 的 邻 域 子 基 . 

16. 证 明定 理 2. 1. 8. 

17. 设 rwr 分别 为 天 上 的 平凡 拓扑 与 离散 拓扑 , {z,} CX 是 一 个 网 ,研究 {zx} 依 r 与 
t 的 收敛 性 . 

18. 设 {z) CR, 则 依 上 拓扑 x 一 工 Slim z, 委 

19. 设 R 中 采用 右 区 间 拓 扑 ( 见 题 9), 研 究 其 中 的 序列 收敛 . 序列 {1/n) 与 {一 1/n) 是 否 
收敛 ? 

20. 设 关 是 有 限 补 拓扑 空间 ,研究 其 中 的 序列 收敛 . 

21. 设 XX 是 可 数 补 拓扑 空间 ,研究 其 中 的 序列 收 全 . 

22. 设 R 中 用 通常 拓扑 , {zi : i ET 了) CR, 给 出 和 式 》) zx; 的 一 个 定义 . 

23. ANB CANBEBECANME. 

24. V CX 为 开 集 司 Y A4CX, 有 有 AMVCANTY. 

25. A\B C A\B;(A\B)° C 4eNB"， 

26. 闭 包 公理 等 价 于 AUAUA=AUBD(A,B CX). 

27. 若 算 子 4 一 4*"(4 己 X) 满足 内 部 公理 2. 1 节 式 (19) , 则 X 上 存在 唯一 拓扑 r 使 4。 
恰 为 4 的 内 部 . 

28. 4" =U{B:ADBET). 

29. acA UU B) C a4 VU 38;3(94) CC 34;94° C 94. 

30. ANBNaANB)=A4ANBN (4 UB). 

31. 4 站 94 = 人 二 4 是 开 集 ;34 C44 局 4 是 闭 集 ; 34 = 人 全 4 是 既 开 又 闭 的 集 . 
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32. 设 算 子 4 一 4*(A CCX) 有 性 质 , 0 一 久 ,A* = 4%,A%CAH,ANBN(UNB)»= 
A4NBNN (4U B’), 则 XX 上 存在 唯一 拓扑 7t, 依 此 拓扑 有 394 = 4 

33. 4 二 A4UA4',4 是 闭 集 局 A'CAh. 

34. 导 集 有 以 下 性 质 ; CO = Oh4C4U4 4UB) = 一 4 UBzE(z) 若 算 子 
A 一 A'(ACCX) 有 以 上 性 质 , 则 XX 上 存在 唯一 拓扑 7t, 使 A' 恰 为 4 的 导 集 ， 

35. 4"C A' 不 必 成 立 ; A' 不 必 为 闭 集 . 

36. 设 4CBC4, 则 号 是 闭 集 . 

37. 设 X 是 度量 空间 , A CX, 则 ze4 扫 dz 4 >0zeE4eGdr4Nz)) = 0. 

38. 设 县 是 度量 空间 , A CX, 则 diam A = diam 4. 

39. 设 XX 是 度量 空间 , z € X,r > 0, 则 B(x) C B,(z). C 是 否 可 改 为 =? 

40. 区 是 离散 拓扑 空间 全 对 任 给 拓扑 空间 Y, 每 个 :XX 一 Y 连续 . 

41. XX 是 平凡 拓扑 空间 局 对 任 给 拓扑 空间 Y, 每 个 下 :了 一 和 连续 . 

42. 设 每 个 函数 / : X 一 R 连续 , 则 X 为 离散 拓扑 空间 . 

43. 设 FX 一 Y,z EX, 则 FF 在 z+ 连续 局 对 Fz 的 任何 邻 域 子 基 儿 ,有 了 F-1 儿 CN. 

44. 设 下 : 久 一 了 ,xo EX, 则 下 在 zo 连续 台 当 工 一 zo 时 Fr 一 Fxro ( 见 定 义 2.1.10 
《vi) )， 

45. 开 : X 一 了 连续 全 YBCY, 有 3aCF-IB) CF-1(3B). 

46. 设 卫 : 式 >R,4=RVacE4f<al 与 {1 >a) 为 开 集 , 则 FE CCX). 

47. 设 美 为 具有 上 拓扑 的 R, rz 是 R 上 的 通常 拓扑 ,给 出 三 : (R,r) 一 XX 连续 的 条 件 . 

48. 设 与 分 别 为 R 上 的 通常 拓扑 与 右 区 间 拓 扑 , 给 出 上: (Rn) 一 (R,zr) 连续 的 条 
件 , 讨 论 8g = X66, 与 二 Xio.。) 的 连续 性 . 

49. 设 fg ECC(X), 则 ff 十 g ECCX),fg € CCX). 

50. 设 {f.} CC(X) 是 一 个 网 , f, 坟 f, 即 Ye>0,3toyVt 守 torYVxXEX, 有 |fi(x) 一 
f(z)| =<e, 则 f € CX). 

51. 将 题 50 的 结论 推广 到 {f.} C CC(X,Y),Y 是 一 度量 空间 . 

52. 设 :XX 一 了 为 双 射 , 则 FF 是 开 映 射 全 下 是 闭 映射 . 

S3. 设 忆 :和 YY,C:Y 一 Z,CF 是 开 映 射 . 若 下 是 连续 满 射 , 则 GG 是 开 映 射 ; 若 G 是 连续 
单 射 , 则 FF 是 开 映 射 . 若 将 问题 中 的 “ 开 上 映射 ? 改 为 “ 闭 上 映射 ”能 否 保持 结论 成 立 ? 

54. f: R 一 S1,zx > e* 是 开 映 射 而 非 闭 映射 . 

55. FF: Rz -> R?, (x,y) 一 (zx,|y|) 是 闭 映射 而 非 开 映 射 . 

56. 任何 连续 双 射 了 : R 一 R 是 开 上 映射, 从 而 有 连续 道 映射 . 

57. 设 ACSCX,A' 记 4 在 5S 中 的 相对 内 部 , 则 4° 一 S 站 A 

58. 设 ACSCX,A4 记 A 在 S 中 的 相对 边界 , 则 4A;CS 中 94. 

59. 设 A4CSCX,A* 记 4 在 S 中 的 相对 导 集 , 则 A4*==S 门 4'. 

60. :XX 一 了 连续 属 Y x E X,IJV EN,,FIV € COV,Y). 

61. 设 已 :和 一 YY 和 二 UP4 4 CAFlA, EC(A Yn 1), 则 F € C(X,Y). 

62. 设 (党 ,rz) 是 (Xi,r5)(i€7) 的 积 空 间 , 多 ;是 7+ 的 拓扑 子 基 , 则 好 和 UP7N'i 儿 是 rt 的 
拓扑 子 基 . 
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63. 设 (XK,r) 是 (Xi,t)(1 志 i 世 n) 的 积 空 间 , 和 2; 是 7 的 拓扑 基 , 则 儿 = (][8 :Be 
劝 (1 委 i 委 站) 是 + 的 拓扑 基 . 

64. 投影 P; : [| X; 一 X; 不 必 为 闭 映射 . 

65. 设 ACX,BCY, 则 3(4 Xx B) = (34 x B)U (4 x 8B). 

66. 取 定 z* EX 一 [[ ,Xi, 令 A4= {xz EX: 除 有 限 个 例外 z; 一 z?), 则 有 = XX 

67. 设 ACX,BCY, 则 A XB 的 积 拓 扑 是 X XY 的 积 拓扑 导出 的 相对 拓扑 . 

68. 设 R 具 有 右 区 间 拓 扑 ( 见 题 9), S = {(z, 一 z):zER), 求 3 在 R: 中 的 相对 拓扑 . 

69. 设 二 ,Xi, 则 多 是 离散 空间 驴 每 个 X; 是 离散 空间 , 且 除 至 多 有 限 个 例外 义 ; 是 
单 点 空间 . 

70. 设 X 非 单 点 空间 , 0 是 无 限 集 , 则 X? 必 非 离散 空间 . 特别 , {0,1}* 必 非 离散 空间 . 

71. 设 (Xi,5) (i ee 了 ) 是 一 族 拓 扑 空间 , X= [] X,,8= {了 4;: AEr(YiE7TD), 则 
以 8 为 基 在 X 中 生成 一 拓扑 , 称 为 箱 拓扑 . 箱 拓扑 强 于 积 拓扑 ; 箱 拓扑 = 积 拓扑 全 除 至 多 有 
限 多 个 例外 r 是 平凡 拓扑 . 

72. 设 (Xi,r)Ge 7) 是 一 族 拓扑 空间 , 0 是 一 非 空 集 , F; : 0 一 Xi. 则 2 上 存在 一 个 使 
每 个 F; 连续 的 最 小 拓扑 ( 称 为 由 映射 族 {F, : i € 7) 诱导 的 拓扑 ). 若 S CX, 则 S 上 的 相对 
拓扑 是 由 包含 映射 i: 5S CX 诱导 的 拓扑 ; X= 二 【[] X; 上 的 积 拓扑 是 由 投影 族 (P; :ie 1} 诱 
导 的 拓扑 . 

73. 设 :XY 了 与 G:Y 一 2 均 为 商 映 射 , 则 GPR 是 商 映 射 . 

74. 设 FECCX,Y),G € C(Y,2),GF 是 商 映 射 , 则 G 是 商 映射 ， 

75. 设 下 :天 -> 工 是 商 映 射 , BCY,A4 二 FF-1B 是 非 空 开 (或 闭 ) 集 , 则 FIA : 4 一 B 是 商 
映射. 

76. 设 FECCX,Y), ~ 与 宅 分 别 为 X 与 Y 中 的 等 价 关系 ,z~~z 二 Fz 心 Fz, 则 G :XX/ 
一 ~Y/=:,[z]~[Fz] 为 连续 映射 ; 若 正 是 商 映 射 , 则 G 为 商 映 射 ; 若 进而 设 z 一 = 名 Fr 之 
Fz, 则 G 是 同 胚 . 

77. 将 圆柱 面 S: X 了 的 上 .下 底 分 别 粘 合成 一 点 ,描述 所 得 的 商 空间 . 

78. 二 X 了 的 两 竖 边 反 向 粘 合 ,描述 所 得 的 商 空间 ， 

79. 环 面 上 一 经 圆 与 一 纬 圆 粘 合成 一 点 ,描述 所 得 的 商 空间 . 

80. 设 B= {zxER: |z| 志 1), 则 Bi? 守 J XI. 

81. 设 B= {xzER':|zx|< 二 1), 则 B 实 R". 

82. 将 T? = S! x Si 拓扑 嵌 入 Ri 中 . 

83. 设 FECC(X,Y),G EC(Y,X). 车 GF 为 同 胚 , 则 下 是 拓扑 嵌入 ,G 是 商 映 射 ;车 加 上 
G 为 双 射 , 则 下 与 G 均 为 同 胚 . 

84. 设 和 X 可 拓扑 庶 入 Y, 则 存在 空间 Z 兰 Y,Z 以 X 为 子 空 间 . 

85. 设 下 :X 一 7,G:X- 一 XXX7z 一 (czFz) 则 忆 连 续 合 CG 是 拓扑 嵌入， 

86. 设 XX,(n E N) 是 第 一 可 数 空间 , 则 X 二 |] X. 是 第 一 可 数 空间 . 

87. 设 X 是 第 一 可 数 空间 ,其 中 有 限 集 为 闭 集 , 4 CCX,z E A', 则 有 互 不 相同 的 zx, € 
4Nz)G E N), 使 x 一 工 . 
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88. 设 其 是 第 二 可 数 空间 ,ez 是 开 集 族 , .or * 三 和, 则 有 可 数 族 多 己 xy, 使 儿 * = XX. 

89. 设 X 是 第 二 可 数 空间 , 4 CX 是 不 可 数 集 , 则 4 中 至 少 有 一 点 , 它 的 每 一 邻 域 含 A 
中 不 可 数 多 个 点 (这 样 的 点 称 为 4 的 凝 点 , 凝 点 必 为 聚 点 ). 

90. 设 六 是 第 二 可 数 空间 ,er 是 X 中 一 族 互 不 相交 的 非 空 开 集 , 则 -ez 是 可 数 族 . 

91. 设 XX 是 第 二 可 数 空间 ,Y x EX,3VE .Vs:V 是 可 数 集 , 则 X 是 可 数 集 ， 

92. 设 和 是 有 限 补 拓扑 空间 , 则 XX 是 可 分 的 ; XX 是 第 一 可 数 的 局 多 是 第 二 可 数 的 忆 六 
是 可 数 集 . 

93. 设 多 是 可 数 补 拓扑 空间 , 则 关 是 第 一 可 数 的 己 久 是 第 二 可 数 的 千 氏 是 离散 空间 对 
久 可 分 己 久 是 可 数 集 . 

94. R 依 右 区 间 拓 扑 ( 参 见 题 9) 是 第 一 可 数 的 .可 分 的 但 非 第 二 可 数 的 ,R: 可 分 但 有 一 不 
可 分 子 空间 . 

95. {0,1}? 是 第 一 可 数 的 号 10,1})? 是 第 二 可 数 的 名 0 是 可 数 集 . 

96. 设 2 是 一 无 限 集 , B(0) 是 2 上 有 界 实 函数 之 全 体 , 则 BC(0) 依 度 量 dCx,y) = 
sup|z(w) 一 y(w)| 是 不 可 分 的 . 

97. 设 co 蕊 XX 一 XU {co0),rw 一 {名} U {4U {coo}: AEr), 则 (Xt) 是 可 分 
拓扑 空间 ; X。 是 第 二 可 数 的 局 XX 是 第 二 可 数 的 . 

98. 设 X. 可 分 , 则 XX 二 [村 ,X, 可 分 . 

99. 设 对 是 Cantor 集 , 则 XX 之 {0,1)*. 

100. 设 4,B 是 XX 的 稠 集 且 其 中 之 一 为 开 集 , 则 4 门 B 是 稠 集 . 
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在 第 2 章 中 ,除了 2. 4C,2. 4D 之 外 ,所 建立 的 拓扑 空间 理论 仅仅 依靠 开 集 公 
理 ( 参 见 定义 2.1.1) 这 样 几 条 看 来 极度 简单 贫乏 的 假设 . 尽管 如 此 ,我 们 似乎 仍 
然 收获 了 颇 为 丰富 的 果实 ;至 少 ,已 成 功 地 将 极限 与 连续 性 概念 纳入 到 一 个 逻辑 
上 一 贯 的 一 般 体系 之 内 ,而 这 正 是 我 们 一 开始 就 关注 的 首要 问题 . 不 过 ,你 一 定 
已 感觉 到 所 展开 理论 的 局 限 性 . 还 有 许多 你 所 熟知 的 极限 与 连续 性 定理 ,其 中 包 
括 像 极限 唯一 性 这 样 的 基本 结论 ,都 还 未 获得 立足 之 地 . 无 疑 , 这 只 能 归 因 于 所 
依靠 的 公理 系统 的 过 度 贫乏 . 唯 有 加 入 新 的 假设 ,才能 使 拓扑 空间 理论 的 继续 发 
展 获得 必要 的 支撑 与 动力 . 本 章 依次 引入 三 类 新 的 假设 , 即 分 离 性 、 紧 性 与 连通 
性. 每 类 假设 界定 出 一 类 特殊 的 拓扑 空间 , 即 具有 一 定 分 离 性 的 空间 、 紧 空间 与 
连通 空间 . 你 将 发 现 ,在 这 些 特殊 的 拓扑 空间 中 ,我 们 所 熟知 的 许多 经 典 定理 将 
获得 令 人 满意 的 推广 . 

每 条 新 加 入 的 假设 ,都 界定 出 一 个 相应 的 拓扑 性 质 . 在 这 个 意义 上 ,可 以 说 
本 章 就 是 关于 分 离 性 . 紧 性 与 连通 性 这 三 个 (更 恰当 地 说 是 三 族 , 因 有 几 种 不 同 
意义 的 分 离 性 、 紧 性 与 连通 性 ) 拓 扑 性 质 的 考察 . 如 在 2. 4B 中 所 指出 的 那样 ,在 
研究 一 个 拓扑 性 质 时 所 提出 的 首要 问题 是 ， 

Gi) 该 性 质 有 哪些 等 价 刻画 ? 

(ii) 该 性 质 是 否 是 遗传 的 .可 乘 的 ? 是 否 在 连续 映射 下 保持 不 变 ? 

Giii) 该 性 质 与 其 他 拓扑 性 质 有 何 逻 辑 关 系 ? 

本 章 的 内 容 大 体 上 围绕 着 上 述 问题 展开 . 对 于 这 些 问题 的 解答 ,构成 一 系列 
拓扑 命题 ,其 中 有 些 可 能 比较 平凡 ,有 些 ( 例 如 Tychonoff 定理 , 见 定理 3. 2. 4) 则 
是 有 重大 意义 的 拓扑 学 定理 . 大 量 有 重要 价值 的 结果 的 涌现 ,一 方面 展示 了 拓扑 
空间 理论 的 丰富 性 ,同时 也 有 力 地 证 明 : 在 2.4 节 中 所 给 出 的 拓扑 空间 理论 基本 
问题 的 提 法 是 恰当 而 有 效 的 . 

拓扑 空间 的 性 质 当然 并 不 限于 本 章 所 考虑 的 分 离 性 , 紧 性 与 连通 性 . 但 无 论 
从 哪个 角度 来 看 ,本 章 所 考虑 的 这 些 性 质 对 于 拓扑 空间 的 研究 与 应 用 都 是 最 基 
本 的 . 因此 ,在 带 入 门 性 质 的 本 书 中 ,本 章 无 疑 处 于 中 心地 位 . 它 占 去 了 最 大 的 篇 
幅 , 大 概 也 会 占 去 读者 精力 的 主要 部 分 . 

本 章 沿用 第 2 章 的 所 有 记号 ,特别 , X,Y 等 记 拓扑 空间 ,rx,ry 等 记 其 中 的 
拓扑 . 
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3.1 分 离 性 


定义 2.1.7 定 义 了 拓扑 空间 中 点 的 邻 域 ,该 定义 可 自然 地 推广 到 点 集 的 邻 

域 : 任 给 A 忆 X, 令 (对 照 2.1 节 式 (6)) 
Mi= {VCX: ACV'), (1) 
称 Na 为 集 4 的 邻 域 系 , 称 每 个 VE Ns 为 集 4 的 邻 域 . 设 4,B CXX, 若 有 
UE NasV € Na, 使 得 U 们 V = G3, 则 说 4 与 B 可 邻 域 分 离 , 目 说 U 与 V 分 
离 4 与 8( 见 图 3-1). 由 邻 域 的 定义 可 直接 看 出 ,车 U,V 分 离 4,B, 则 U,V° 亦 
分 离 4,B, 于 是 4 与 8B 被 开 邻 域 分 离 , 或 简称 为 开 集 分 离 . 这 样 , 邻 域 分 离 等 价 


于 开 集 分 离 . 


3-1 


显然 , 4 与 B 可 邻 域 分 离 的 必要 条 件 是 4 门 B= 人 .至 于 充分 条 件 , 则 既 与 
对 4,B 的 假定 有 关 , 也 与 空间 的 拓扑 性 质 有 关 . 说 到 拓扑 空间 的 分 离 性 ,所 指 的 
就 是 其 中 一 定性 质 的 一 对 集 可 邻 域 分 离 . 在 拓扑 学 中 ,依据 条 件 从 弱 到 强 的 顺 
序 ,将 分 离 性 表 成 一 个 系列 T;, 其 中 i 二 0,1,2,3 等 ,T。 最 弱 , i 越 大 则 全; 越 强 . 
车 拓扑 空间 XX 具有 分 离 性 TT,, 则 说 X 满足 ;分 离 公理 (或 T; 分 离 条 件 ) ,或 称 
XX 为 T; 空 间 , 这 些 都 看 作 间 义 语 . 本 节 仅 考 虑 T:,T:,T: 与 Ti 分 离 性 ,它们 是 最 
基本 而 常用 的 . 

如 果 4,B CX 可 邻 域 分 离 , 则 涉及 4,B 的 问题 可 在 XX 的 两 个 互 不 相交 的 
开 子 空间 内 分 别处 理 , 这 就 可 能 带 来 一 定 程度 的 简化 . 这 可 看 作 分 离 性 的 直接 好 
处 . 不过, 分离 性 的 更 深刻 的 价值 在 于 ,一 定 的 分 离 性 条 件 导 致 关于 空间 的 一 定 
拓扑 结论 ,这 些 结论 初 看 起 来 也 许 并 不 直接 联系 于 分 离 性 ,而 它们 的 重要 应 用 则 
证 明了 对 空间 的 分 离 性 假设 是 不 可 缺少 的 . 

A.T; 空间 . 

我 们 已 多 次 提 到 ,拓扑 空间 中 极限 的 唯一 性 问题 悬而未决 . 现在 此 问题 可 由 
一 个 分 离 性 条 件 彻底 解决 . 

3.1.1 定 义 若 拓 扑 空 间 关 中 任 一 对 相 异 点 可 邻 域 分 离 , 则 说 X 满足 T, 分 
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离 公理 ,日 称 XX 为 T, 空间 或 Hausdorff 空间 . 

下 面 来 看 一 个 T, 空间 的 例子 . 设 六 是 度量 空间 , x,y EX,z 天 》， 则 必 
2r 人 Ad(z,y) > 0( 依 定义 2.1.14(Ds)), 于 是 zx 与 > 被 球 B.(z) 与 B.(y) 分 离 . 
这 表明 度量 空间 必 为 T 空间 ,T; 空间 的 普遍 性 于 此 可 见 . 非 T, 空间 的 例子 亦 可 
信 手 牛 来 ,例如 ,多 于 一 个 点 的 平凡 拓扑 空间 就 显然 不 是 T, 空间 ; 带 上 拓扑 的 实 
直线 ( 见 例 2.1.20i)) 与 含 无 限 个 点 的 有 限 补 拓扑 空间 ( 见 例 2.1.13Giv)) 也 不 是 
T; 空间 . 后 面 这 个 例子 表明 ,车 坚持 T, 分 离 性 , 则 不 免 要 排除 一 些 颇 为 有 趣 的 
拓扑 空间 .但 现代 数学 中 最 常用 的 那些 拓扑 空间 可 以 说 都 是 T, 空间 . 因此 ,将 对 
分 离 性 的 最 低 要 求 定 在 T,, 而 不 是 定 在 更 低 的 T, ?或 T。 是 合理 的 ,这 样 可 以 简 
化 许多 拓扑 结论 的 表述 ,排除 那些 明显 地 呈 病 态 的 现象 ,而 又 不 致 造成 真正 重大 
的 损失 . 

现在 来 看 用 T; 分 离 性 如 何 解决 极限 唯一 性 问题 . 

3. 1.2 命题 对 于 拓扑 空间 和 ,以 下 条 件 互相 等 价 : 

(1) X 是 T， 空间 ; 

Gi) X 中 任何 收敛 网 有 唯一 极限 ，; 

(iii) 积 空间 X xX XX 中 的 对 角 线 A ( 依 1. 1 节 式 (21)) 为 闭 集 . 

证 GQ@) 坟 0). 设 {xz} 是 了 中 的 网 , < 一世 一 六 车工 冯 y, 则 由 T, 分 离 
性 有 LE N,V E€ NHN,, 使 得 U 站 V =O. 另 一 方面 ,由 ZX, 一 x 与 Xz, 一 y 推 出 
必 有 zz, EU 站 V，, 得 出 矛盾 . 因此 必 z = y. 

GD) 二 Gii). 设 (z,y) € 2A, 则 有 人 A 中 的 网 {(z,,z,)), 使 得 

(zyZX) 一 (Zz,y). (用 2.1 节 式 (20)) 
这 就 推出 地 一 zz 一 y( 用 命题 2.3.7(iv))， 
于 是 由 条 件 (ii) 得 出 x = y, 即 (x,y) 一 (zx， 
x) E 4. 因此 A 是 闭 集 . 

ii) 之 (GD). 设 zyEXz 关 y， 则 (z， 
y) 蕊 4. 由 4 为 闭 集 推出 4 不 交 (zyy) 的 某 * 
个 邻 域 W. 可 设 W=UXxXV,U 'V 分 别 为 ， 
Zz,y 的 开 邻 域 .由 A 站 (UV xV)= 名 推出 \ 
UNV= OO ( 见 图 3-2), 帮 UU， i 
这 表明 XX 是 T; 空间 . 

命题 3.1.2 避 统 论 竺 别 有 力 地 证 实 了 这 一 
择 T, 分 离 性 作为 最 低 分 离 性 要 求 的 合理 性 : 图 3-2 


@ 单 点 集 丝 为 闭 集 的 拓扑 空间 称 为 T! 空间 .有 限 补 拓扑 空间 就 是 人 空间 ， 
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放弃 T, 分 离 性 就 等 于 放弃 对 极限 的 唯一 性 要 求 ,而 没有 唯一 性 的 极限 论 是 很 少 
有 价值 的 . 

你 必定 注意 到 ,本 书 尚未 用 过 lim zx, = zx 这 样 的 极限 等 式 . 在 不 能 肯定 极限 
唯一 的 情况 下 ,这 是 很 自然 的 . 有 了 命题 3. 1. 2 之 后 ,在 T: 空间 中 不 妨 使 用 lim z， 
这 样 的 极限 记号 . 

按照 我 们 预定 的 思考 路 线 ,考察 过 T: 分 离 性 的 等 价 刻 画 之 后 ,现在 该 转 人 
讨论 T 分 离 性 的 “不 变性 ”了 . 

3.1.3 命题 (i) T, 分 离 性 是 遗传 的 , 即 T 空间 的 子 空间 必 为 T, 空间 . 

(ii) 设 和 是 拓扑 空间 XiGe 7 了 ) 的 积 空间 , 则 和 X 是 T: 空间 名 每 个 
Xi (i € 7) 是 Ts 空间 . 因此 ,T; 分 离 性 是 可 乘 的 . 

证 (GD 设 藉 是 T: 空间 ,5S 是 XX 的 子 空间 , {z,} 是 S 中 的 收敛 网 , 则 {xz,} 
亦 是 X 中 的 收敛 网 ( 依 命题 2. 3. 2(iv)) ,因而 有 唯一 极限 . 故 $ 是 T, 空间 (用 命 
题 3. 1. 2(ii) ). 

(i) 若 和 是 T; 空间 , 则 XiGE 了) 作为 X 的 子 空间 (用 例 2. 4. 4(ii)) 是 T, 空 
间 . 反之 , 设 每 个 XiG € 7) 是 T: 空间 , {zx') 是 关中 的 收敛 网 , 则 每 个 {zi) 是 XX， 
中 的 收敛 网 ,因而 有 唯一 极限 x; € XG € 7， 于 是 z= (zi) 是 {zi) 的 唯一 极限 
(用 命题 2. 3. 7(iv)), 这 表明 和 是 T 空间 . 口 

以 上 证 明 固 然 简 单 , 亦 颇 值得 品味 . 我 们 有 意 用 了 一 个 完全 的 “收敛 性 论 
证 ”, 而 回避 了 T; 分 离 性 的 邻 域 刻画 ,主要 在 于 促请 你 注意 运用 下, 分 离 性 原 定 
义 之 外 的 等 价 刻画 . 这 一 想法 在 它 处 也 是 值得 注意 的 . 当然 ,对 于 一 个 概念 的 多 
种 等 价 刻画 ,运用 时 的 具体 选择 完全 应 依 情况 而 定 , 并 无 一 定 模 式 . 

从 命题 3. 1. 3 看 出 ,就 遗传 性 与 可 乘 性 而 言 ,T: 分 离 性 已 经 够 好 的 了 . 但 就 
与 连续 映射 的 关系 而 言 , 却 没有 简单 的 肯定 结论 . 特别 地 ,T: 空间 的 商 空间 就 未 
， 必 是 T, 空间 . 不 过 容易 看 出 ,T; 分 离 性 在 开 ( 或 闭 ) 双 射 下 不 变 . 但 这 样 的 结论 
应 用 机 会 似乎 并 不 多 . 

3.1.4 例 将 R 中 的 所 有 有 理 点 粘 合 成 一 点 9, 所 有 无 理 点 粘 合 成 一 点 4 ， 
如 此 得 到 商 空间 食 = {g,q'), 以 P:R 一 玉 记 投影 . 设 刀 CC 六 , 则 


他， B= 0, 
P-1B = Q， B= {g}, 

Q-， B= {9g'}, 

R, B=R. 


由 此 可 见 P-1B 为 开 集 包 B= 名 或 民 , 这 表明 和 上 的 商 拓扑 是 平凡 拓扑 (用 定 
义 2. 3.9), 因 此 商 空 间 民 不 是 T, 空间 . 
商 空间 往往 分 离 性 很 差 , 这 是 一 个 被 普遍 注意 到 且 令 人 遗憾 的 事实 . 究 其 原 
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因 ,实际 上 在 于 形成 商 空间 的 “ 粘 合 ” 的 高 度 随 意 性 ,如 例 3. 1. 4 中 所 用 的 那 种 怪 
异 粘 合 ,导致 分 离 性 很 差 的 商 拓扑 是 不 奇怪 的 . 

B.Ts 空间 

3.1.5 定 义 设 XX 是 T, 空间 ,上 且 关中 任 一 点 与 不 含 该 点 的 闭 集 可 邻 域 分 离 
( 见 图 3-3), 则 说 X 满足 T; 分 离 公理 , 且 称 多 为 T, 空间 或 正则 空间 9. 


7) 


图 3-3 


TT 分 离 公理 也 称 为 Vietories 公理 . 

注意 ,直接 依 定义 有 T: 一 T:. 

3.1.6 命题 对 于 一 个 T, 空间 X, 以 下 条 件 互相 等 价 : 

G) 和 是 Ts 空间 ; 

(i) X 中 任 一 点 与 不 含 该 点 的 闭 集 可 用 闭 邻 域 分 离 ; 

Giii》 X 中 每 点 有 一 个 闭 邻 域 基 ( 即 由 闭 邻 域 组 成 的 邻 域 基 ). 

证 (二 (i). 设 ACX 是 闭 集 ,x € 4. 由 Ts 分离 性 ,可 取 开 集 U,V 分 离 
z 与 4. 因 UV 是 闭 集 且 x EL 故 又 可 取 开 集 Di 分 离 xz 与 U'. 于 是 

EUICUCV=ViCU, ACVCU:, 

这 表明 U0 与 0" 是 分 离 x 与 4 的 闭 邻 域 . 

(ii 一 ii). 设 zEX,U 是 z 的 开 邻 域 .由 条 件 (ii),z 与 U: 可 用 闭 邻 域 V 
与 W 分 离 , 于 是 

rEVCWCU. 

可 见 x 的 每 个 开 邻 域 包含 z 的 一 个 闭 邻 域 ,这 正 说 明 x 有 一 个 闭 邻 域 基 . 

(让) 过 (0). 设 ACX 为 闭 集 ,z € A'. 因 A' 是 z 的 开 邻 域 , 故 由 条 件 (iii) 知 
4 包含 工 的 一 个 闭 邻 域 V, 于 是 V 与 了 是 分 离 了 与 4 的 邻 域 . 故 生 是 Ts 空间 . 


国 
命题 3. 1. 6( 结 合 定义 3. 1.5) 对 T; 分 离 性 给 出 的 三 种 等 价 刻画 差别 并 不 大 ， 


中 “Ts 空间 ”与 “正则 空间 ”这 两 个 名 称 的 用 法 ,不 同文 献 颇 不 一 致 . 有 些 文献 对 Ts 空间 不 要 求 Ts 
分 离 性 ,有 些 文献 则 对 正则 空间 不 要 求 Ts: 分 离 性 . 本 书 中 以 要 求 T 分 离 性 作为 底线 ,这 些 差别 自然 不 再 
有 意义 . 对 于 下 面 将 考虑 的 工地 空间 与 Ti 空间 亦 有 类 似 情况 . 本 书 的 规定 与 文献 [2] 一 致 . 
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从 运用 方便 的 角度 考虑 “每 点 有 闭 邻 域 基 ” 这 一 刻画 或 许 是 最 值得 注意 的 . 直观 
上 ,有 闭 邻 域 基 也 就 是 有 任意 小 的 闭 邻 域 ,这 一 描述 有 助 于 你 形成 对 T, 空间 的 
直观 印象 . 与 度量 空间 联系 起 来 最 容易 获得 这 种 直观 印象 : 若 X 是 度量 空间 ， 
“xzE€ 勾 , 则 

{B,(z):0<rE€ER) 
就 是 z 的 一 个 闭 邻 域 基 . 事实 上 ,对 zz 的 任何 球 邻 域 B(x)(s0), 当 0<=r<s 
时 有 B,(x) C 5.(z). 以 上 事实 表明 度量 空间 必定 是 Ts 空间 . 

以 下 结果 与 命题 3.1. 3 呈现 出 完全 的 对 应 关系 . 

3. 1.7 命题 (i) T, 分 离 性 是 遗传 的 , 即 T, 空间 的 子 空间 亦 为 T, 空间 . 

Gi) 设 X 是 拓扑 空间 Xi:G € 7) 的 积 空 间 , 则 XX 是 T, 空间 参 每 个 Xi,(i € 
了) 是 Ts 空间 . 因此 ,T: 分 离 性 是 可 乘 的 . 

证 ”首先 注意 , 因 有 命题 3. 1. 3 可 用 ,证 明 中 完全 不 必 顾 及 T, 分 离 性 . 

(i) 设 X 是 Ts 空间 ,S 是 XX 的 子 空间 . 任 给 TE€E5, 设 SMV 是 xz 的 相对 开 
邻 域 ,V CC X 为 开 集 . 因 Y 是 zz 的 开 邻 域 ,由 XX 的 T, 分离 性 , zx 有 闭 邻 域 BC 
V. 再 取 工 的 开 邻 域 UC B. 于 是 

ESNMNUVUCSNBCSNMTY, 
可 见 S 站 上 U 与 S 人 站 B 分 别 为 xz 的 相对 开 邻 域 与 相对 闭 邻 域 ,这 表明 xz 有 相对 闭 
邻 域 基 . 因此 S 是 Ts 空间 . 

(ii) 车 对 是 Ts 空间 , 则 X,(i € 7) 必 为 Ts 空间 (参考 命题 3.1.3 之 证 ). 反 
之 , 设 每 个 XiG € 1) 为 T; 空间 , 今 证 和 满足 命题 3. 1. 6 中 的 条 件 (iii). 取 定 x E 
和 及 工 的 一 个 开 邻 域 了 , 不 妨 设 

V =NPaV,, 
其 中 位 ,i,… i) CT,Vi 是 zz 的 开 邻 域 (参看 命题 2.3.7G0)). 取 zz; 的 闭 邻 域 


Bi CVi(l 志 kn), 则 Pi!1B4 是 z 的 闭 邻 域 ( 用 命题 2.2.2(ii), 定 理 2. 2. 3(ii) )， 
因而 
B= APa'B, 

是 工 的 闭 邻 域 , 且 显然 有 B CV. 这 表明 = 有 一 个 闭 邻 域 基 , 如 所 要 证 ” 口 

以 上 论证 已 体现 出 对 T 分 离 性 运用 “ 闭 邻 域 基 刻 画 ” 的 好 处 . 简 言 之 , 闭 邻 
域 基 刻 画 的 优势 在 于 它 将 T 分 离 性 表达 成 了 一 个 局 部 性 质 ， 这 就 可 能 简化 处 
理 . 在 涉及 T 分 离 性 的 其 他 场合 , 亦 宜 注意 到 这 一 点 . 

如 同 对 T* 分 离 性 一 样 ,就 T, 分 离 性 与 连续 映射 的 关系 而 言 , 亦 得 不 出 什么 
简单 的 肯定 结论 . 

现在 考虑 一 些 相 关 例 子 . 

3.1.8 例 GD 以 z 记 R 上 的 通常 拓扑 , 令 
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E= {l/n:n€ N}, 
to= {(V\A:VEr,ACE). 
易 直 接 验 证 是 R 上 的 一 个 拓扑 , 且 r+CC5, 即 r 强 于 通常 拓扑 ,因而 (R,ro) 是 
T: 空间 . 今 指明 (R,ro) 不 是 T; 空间 . 因 R\E E ro, 故 玉 是 (R,ro) 中 的 闭 集 (这 
是 要 点 1). 若 UU 与 V 是 (R,to) 中 分 离 点 0 与 五 的 开 集 , 则 由 已 CY 及 mm 的 构成 
知 VEr, 而 U 二 W\A4,W Er,ACE. 因 0 是 W 的 内 点 , 故 有 & 汪 > 0, 使 得 
[0,s) C 忆 W. 由 
GS=UNV= WN A 
推出 WW 人 间 V= 儿 (否则 , W 人 间 V 是 非 空 开 集 ,从 而 是 不 可 数 集 , 而 4 是 可 数 集 ， 
不 可 能 有 (W Mn V)\4 = 久 ). 于 是 | 
[ONECWNECV NE 
CVviNvV=G. 
但 显然 [0,s) 站 鳌头 纪 , 故 得 出 矛盾 . 可 见 点 0 与 已 不 可 能 用 开 集 分 离 , 因 而 
(R ,ro) 不 是 人 TT， 空间 . 
以 上 例子 表明 ,TT; 分 离 性 实质 性 地 强 于 全 , 分 离 性 . 
(ii) 取 关 = {1,2,3}, 在 其 中 定义 如 下 拓扑 : 
t= (X,O, {1,2}, (3}} 
《你 试验 证 开 集 公理 满足 !1). 注意 rt 同时 也 是 外 中 的 闭 集 族 ! 因 式 中 的 点 1 与 点 
2 显然 不 能 被 开 集 分 离 , 故 XX 不 是 T, 空间 . 另 一 方面 , 因 X 中 的 闭 集 也 是 开 集 ， 
故 定义 3. 1. 5 中 除 T, 分 离 性 之 外 的 条 件 自动 满足 . 
以 上 例子 表明 , 若 在 定义 3. 1. 5 中 去 掉 对 T: 分 离 性 的 要 求 ,将 得 到 一 个 实质 
上 较 弱 的 概念 . 像 上 面 这 个 仅 由 三 个 点 构成 的 拓扑 空间 , 初 看 起 来 实在 是 菲 夷 所 
思 , 但 它 却 能 用 来 说 明 问 题 . 在 拓扑 空间 理论 中 ,这 种 专门 设计 的 反例 还 不 少见 . 
已 经 考虑 过 的 T, 与 T, 分 离 性 ,相对 来 说 是 比较 简单 的 ,关于 它们 甚至 没有 
一 个 真正 深刻 的 定理 . 下 面 就 要 转 人 更 强 的 Ts 与 T4 分 离 性 了 ,对 于 它们 的 分 析 
将 展示 一 些 深刻 的 结论 ,这 些 结论 构成 本 节 的 最 重要 部 分 . 
C. 全 正则 空间 
这 一 类 空间 由 某 种 函数 分 离 性 界定 . 在 正式 描述 这 种 分 离 性 之 前 ,需要 作 一 
些 准 备 工作 . 
首先 引入 一 些 与 连续 函数 有 关 的 术语 与 记号 . 设 fE€EC(X),ACX,a€R， 
约定 
f(A4)=aSYrE A, 有 f(x) = a; (2) 
{f=a)= {x€EX: f(z) = a), 
{f a} = X\{f = a); 
supp f = {f 0); ( 支 集 ) (4) 


(3) 
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A<fSOfIECKX,JS A f(A)=1, 
f<ASOfEC(X,J) A suppf CA 
其 中 J 了 = [0,1] (本 节 皆 如 此 ). 由 式 (5) 所 界定 的 记号 为 W. Rudin 所 倡 用 , 它 特 
别 简 单 而 又 富有 启发 性 ,今后 将 多 次 使 用 . 
对 于 4CX, 若 存在 ECGCX)， 使 得 4= (f == 0}, 则 称 4 为 零 集 , 而 称 
4 为 余 零 集 . 若 X = R" ,了 是 非 零 线 性 函数 , 则 (了 = 0} 是 R" 中 的 超 平面 ;车 了 
是 R* 上 满足 一 定 条 件 的 连续 可 微 函 数 , 则 {f = 0} 是 R" 中 的 超 曲 面 * 若 和 是 度 
量 空间 , f(x) = dza) 一 raEXir>0, 则 {F=0) 是 和 中 的 球面 ,等 等 . 在 
一 般 拓 扑 空 间 中 ,不 存在 平面 曲面、 球面 等 概念 ,而 零 集 则 可 看 作 这 些 概念 的 替 
代 物 , 余 零 集 可 看 作 球 的 替代 物 . 
3.1.9 引 理 设 吉 关 4CX, 则 以 下 条 件 互 相等 价 : 
(i) 4 是 零 集 (或 余 零 集 ); 
(i) 存在 f EC(X,J), 使 得 A4= {f= 0)( 或 4= {ff 0)); 
Giii) 存在 A ECC(X),a € R, 使 得 4 二 {f/f 志和}( 或 4= {ff >> a)); 
(iv) 存在 FE CC(X),a € R, 使 得 4== {f= 二 a}( 或 4= {f 关 a)). 
证 显然 只 需 证 有 关 零 集 的 结论 . 
(0) 二 (0). 设 A4= {g=0},g EC(X). 令 


(5) 


fz) = Zarctan|g(z)| (x € X), 


则 FeEcGX,J),Fz) = 二 0 名 g(r) ==0, 因 而 4 = {f=0}. 
GD 坟 GiD. 设 fECCK,D,A4= {f=0), 则 4A= {f 志 0). 
(ii) 一 (iv). 设 4= {g 二 a},g € C(X). 令 f= g Va (记号 依 2.2 节 式 
(9)), 则 f € CCX)， 
gE(CZ) 委 4 名 xz) 一 0 


因而 A= {f= a). 
(iv) 二 (0). 设 A={g=a),g EC(X). 令 f=g~a, 则 ffEC(X),A = 
{f = 0}. 口 


在 引 理 3.1. 9 所 给 出 的 对 零 集 与 余 零 集 的 诸 刻 画 中 ,我 们 特别 强调 : 若 吕 CC 
XX 是 余 零 集 , 则 有 fE CGI7) ,使 了 = (> 0 = {f= 二 0)( 或 0 二 (< 
1},U° = {f= 1)). 

设 4,B 是 两 个 非 空 集 . 车 存在 f € CC(X), 使 得 

f(A)=az¥B= B)， (6) 

则 说 4 与 B 可 函数 分 离 , 且 说 分 离 A 与 B. 函数 分 离 条 件 式 (6) 可 表 成 几 种 稍 
不 同 的 等 价 形式 . 

3. 1.10 引 理 对 非 空 集 4,B C 和, 以 下 条 件 互 相等 价 : 
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(i) 4 与 B 可 消 数 分 离 ; 

Gii) 存在 AE C(X), 使 得 4(f(4),f(B)) >>0 (此 处 4 是 R 上 的 Euclid 度 
量 ,记号 依 2.1 节 式 (24)); 

Giii) 存在 AE CC(X,J), 使 得 1(4) = 0,/(B) = 1. 

证 G) 一 (ii) 与 (iii) 一 (iD 是 平凡 的 . 

(ii) 之 (ii). 令 M=AC4),N=ACB)， 定 义 


dl(z,M) 
VT) = TM FarN) ERY. 


当 条 件 ( 让 i) 满足 时 , 4CM,N) > 0. 车 d(z,M) = d(x,N)==0, 则 zE MNN 
(用 2.1 节 式 (33)), 这 与 aCM,N) > 0 矛盾 . 故 必 有 
d(x,M) + dlzx,N)>0, 
因此 pg € CCR,J) (用 例 2.2.50v)). 令 g = 二 pg。f, 则 g €E CC(X,J),g(A) = 0， 
sg(B) 二 1, 可 见 条 件 Gii) 满 足 . 口 
作 了 以 上 准备 之 后 ,现在 来 考虑 全 正则 性 . 
3.1.11 定 义 设 X 是 T: 空 间 . 若 其 中 任 一 点 与 不 含 该 点 的 非 空 闭 集 可 画 
数 分 离 , 则 说 区 满足 T,} 分 离 公理 或 全 正则 条 件 , 且 称 X 为 T,} 空 间或 全 正则 空 
间 中 . 
下 面 给 出 全 正则 性 的 若干 等 价 刻画 . 与 命题 3. 1. 2 及 命题 3. 1. 6 不同, 以 下 
定理 包含 了 一 些 真 正 深刻 的 结论 . 
3.1.12 定理 设 X 是 T, 空间 , 则 以 下 条 件 互 相等 价 : 
(i) X 是 全 正则 空间 ; 
(GilVYzEX7E-A rcecCcCX)， 使 得 (zz < 了 < 
(iii) Y zx € XX,z 有 由 余 零 集 构成 的 邻 域 基 ( 层 X 有 由 余 零 集 构成 的 拓扑 
基 ); 
(iv) 存在 CC(X,J), 使 得 如 下 映射 是 拓扑 租 入 : 
e:XX—J, Xx 人文 ， 
ZN = f(x) (CER,zEX)， 
上 述 映射 e(') 称 为 赋值 映射 ; 
(v) 存在 非 空 集 2, 使 得 关 可 拓扑 媒人 J?. 
证 G) 二 (让). 设 XX 是 全 正则 空间 ,x €E XXX,V € -Ar ,不 妨 设 了 是 开 集 . 因 zx 
与 V' 可 函数 分 离 , 故 有 8 E C(X,J), 使 g(x) = 0,g(V') = 1( 用 引 理 3.1.10 
(iii)). 又 Xz 与 (g 之 1/2} 可 函数 分 离 , 故 有 EC(X,J), 使 f(x) 二 1,{g 之 
1/2)C {f = 0}. 于 是 


(7) 


@ 此 类 空间 首先 由 俄罗斯 数学 家 Tychonoff 系统 研究 ,因而 也 称 为 Tychonoff 空间 . 
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supp 一 {(7 了 7 天 0)C18 志 17 
Cftg 委 1/2)CV， 
故 有 {zx} < 了 < 了 (用 式 (5)). 

(ii 一 (iii). 设 zEX,Y7Y 是 二 的 开 邻 域 .由 条 件 Gi 有 JE CCX)， 使 {(z} 到 
了 <V. 于 是 U = {/ 关 0} 是 余 零 集 , x EU CV. 这 表明 zx 有 由 余 零 集 组 成 的 
邻 域 基 . 

ii) 一 (iv). 取 下 一 CGCX,7)， 今 证 映射 (7) 为 拓扑 戏 人 . 若 z,yEX,z 天 yy 
则 由 工 : 分 离 性 及 条 件 (iii), 有 余 零 集 0 , 使 得 x E U,y EU. 由 引 理 3.1.9, 有 
EF, 使 得 U = (<1)z) 二 1= f(y),Z(/) 关 3(f 有 ), 从 而 位 关 3. 故 
el，) 是 单 射 . 设 {z,} 是 铸 中 的 网 , x € X. 显然 有 

TT fxr) > f(r (VAERF) 
> INV SEF) 
过 访 一 广 ， (用 命题 2. 3. 7Giv)) 
这 表明 el(*) 连续 . 若 x, 广 x, 则 结合 条 件 (iii) 与 2.1 节 式 (9) 有 余 零 集 V ,x EV， 
使 得 Vio,3 1 之 to:z,EV. 取 fEF, 使 V = {ff 二 1) (用 引 理 3.1.9). 于 是 f(z) 
二 1, 但 Yto,3t 宇 to, 使 f(z,) = 1, 这 表明 f(x) 六 f(x), 从 而 主攻 . 因此 
el*) 是 拓扑 艇 入 (用 推论 2. 4. 3). 
(iv) 之 (v) 是 平凡 的 . 
(Vv) 过 G). 设 有 非 空 集 Q 及 拓扑 租 信 
Pp: XJ rr,. 
任 给 非 空 闭 集 4 CX 与 x。€ A'. 等 同 x 与 8., 取 zo 在 gLX) 中 的 如 下 开 邻 域 : 
U= {rE€EX: 1g) — $0)| < el Cin))}, (8) 
使 得 U C 4 其 中 (www) COs>0( 参 照 2.3 节 式 (19)). 令 
f(z) 一 中 ax 和 (w) 一 goCw)| (rz €X). 
由 9 是 拓扑 嵌 和 人 推出 AE CC(X),f(zo) == 0, 由 ACU: 与 式 (8) 推 出 /(4) 之 6， 
因此 z。 与 4 可 函数 分 离 ( 用 引 理 3.1.10(Gii)), 故 六 为 全 正则 空间 . 口 

定理 3. 1. 12 是 一 个 值得 赞赏 的 结果 ,在 给 出 它 的 丰富 推论 之 前 ,让 我 们 作 
点 简单 评述 . 在 定理 3. 1. 12 对 全 正则 性 所 作 的 多 种 等 价 刻画 中 ,最 重要 的 是 
Gi) 与 (iv), 尤 其 是 (iv)((v) 则 是 (Civ) 的 直接 推论 ). 我 们 已 提 到 , 余 零 集 可 看 作 
球 的 某 种 替代 物 . 在 这 种 理解 下 ,可 以 说 命题 3. 1. 2(iii) 表 明了 全 正则 空间 是 度 
量 空间 的 某 种 推广 .看 过 定理 4. 2. 11 之 后 ,这 一 点 将 更 加 明确 . 定理 3. 1. 12(iv) 
是 我 们 所 获得 的 第 一 个 重要 组 入 定理 . 所 谓 散 入 定理 ,就 是 断定 某 类 空间 (如 全 
正则 空间 ) 可 髋 入 一 种 标准 形式 的 空间 (如 7?, 特别 是 或" ). 一旦 获得 了 这 
样 的 结果 ,原则 上 ,对 该 类 空间 的 研究 就 完全 归结 为 对 所 提 到 的 标准 空间 及 其 子 
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空间 的 研究 . 在 这 种 意义 上 可 以 说 ,对 于 该 类 空间 的 拓扑 结构 就 有 了 一 个 完全 的 
描述 . 正 因 为 如 此 ,在 拓扑 空间 理论 中 , 嵌 人 定理 有 特别 重要 的 意义 . 但 嵌 人 定理 
的 获得 却 远 不 是 常 有 的 事 , 它 必然 依赖 于 对 空间 的 较 强 的 假设 . 定理 3.1. 12 的 
建立 , 正 表明 全 正则 性 是 一 个 较 特 殊 的 拓扑 性 质 . 

定理 3. 1. 12 有 很 丰富 的 推论 ,它们 主要 来 自 J' 或 J 的 良好 性 质 , 今 将 主要 
者 汇集 于 下 . 

3. 1. 13 推论 (i) 全 正则 空间 是 正则 的 . 

(ii) 全 正则 性 是 遗传 的 与 可 乘 的 . 

(ii) 若是 全 正则 空间 , 则 碟 可 拓扑 内 和 人 某 个 连续 函数 空间 C(Q), 此 处 
Q 是 某 个 拓扑 空间 ,在 CCQ) 中 采用 点 态 收敛 拓扑 . 

(iv) 车 六 是 全 正则 空间 , 则 了 中 任 一 点 与 不 含 该 点 的 闭 集 可 用 余 零 集 分 
离 . 

证 (i) 只 要 指出 ,对 任何 非 空 集 8,J? 的 子 空间 均 为 正则 空间 (用 命题 
3. 1.7). 

Gi) 遗传 性 是 明显 的 . 设 XX 是 全 正则 空间 X:G € 7) 的 积 空间 , 取 非 空 集 
02;, 使 得 X; 可 矢 入 JaG € 1). 不 妨 设 2; 互 不 相交 (否则 以 2; X 人) 取代 0,)， 
2 一 U 0, 于 是 

TT7 衬 J? (用 2.4 节 式 (2)). 

因此 关 可 拓扑 插入 J?, 从 而 是 全 正则 空间 . 

Gii) 取 人 二 CC(X,J), 则 3.1.12 已 指明 

e:X->J1，z 一 工 ( 依 式 (7)) 
为 拓扑 嵌 和 人 ,其 中 六 CA = f(z)(f € 0Q,z EX). 在 台中 采用 点 态 收敛 拓扑 ,这 
意味 着 将 2 看 作 J” 的 子 空 间 . 下 面 只 要 指明 :对 每 个 zEX, 及 E CC(Q). 任 
给 网 (f.} CQ 与 1€ ,有 
fi> /ffx fr) = Tf) 一 工 ()， 

这 正 表明 壹 GE C(Q) (用 命题 2.2.2), 如 所 要 证 . 

(iv) 设 A CX 为 闭 集 , x € A. 由 定理 3.1.12 有 /EC(C(X), 使 {x} 到 
< 4, 于 是 

rE{f>1/2) AU, AC{f<1/2) AV, 

U 与 V 就 是 分 离 x 与 A 的 余 零 集 . 0 

推论 3.1.13(iv) 表 明 , 全 正则 性 其 实 也 是 一 种 邻 域 分 离 性 ,只 是 限于 用 余 零 
集 作为 邻 域 . 推论 3.1.13G) 和 (i) 是 重要 的 ,但 毕 况 是 预料 中 的 . 推论 3.1.13 中 
颇 不 平凡 的 是 结论 (iii), 它 表明 连续 函数 空间 (其 中 用 点 态 收敛 拓扑 ) 及 其 子 空 
间 已 穷尽 了 所 有 全 正则 空间 ! 将 XX 拓 扑 姐 入 CC(0) 的 赋值 映射 e(*) 也 是 值得 注 
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意 的 , 它 联系 着 <(E 六 ) 的 双重 身份 :一 方面 , zx 是 空间 X 中 的 点 ; 另 一 方面 , 它 
又 被 看 作 Q2 上 的 函数 ( 即 工 ), 等 式 2(C/) = 二 f(z)(f EQ,xzE€ XX) 表明 , /与 z 的 
地 位 是 可 以 互 换 的 :工作 为 了 的 函数 就 是 信 , 而 了 作为 x 的 函数 则 是 CC(X,J) 中 
的 元 . 这 显示 出 二 者 之 间 的 某 种 对 偶 关系 . 值得 注意 的 是 ,与 此 类 似 的 方法 在 现 
代数 学 中 颇具 普遍 意义 . 

再 回 到 拓扑 租 入 关 一 J?. 对 于 全 正则 空间 闵 , 定理 3.1. 12 证 明 中 仅 指 明了 
可 取 虽 二 C(X,J). 显然 ,我 们 希望 2 取得 尽 可 能 地 “小 ”, 而 这 与 立 的 拓扑 基 的 
选择 有 关 . 下 面 指出 一 个 颇 有 意义 的 结果 . 

3. 1. 14 定理 ”多 是 第 二 可 数 的 全 正则 空间 SX 可 拓扑 租 入 站, 此 处 w 为 
无 限 可 数 基数 . 

证 ”J 的 子 空间 显然 是 第 二 可 数 的 全 正则 空间 (用 定理 2. 4.7 与 命题 
3.1.13(ii)). 下 面 设 和 是 第 二 可 数 的 全 正则 空间 ,证 明和 可 拓扑 圣人 J*. 由 定 
理 3.1. 124iii) 知 X 有 由 余 零 集 构成 的 拓扑 基 ; 然 后 用 定理 2.4. 6(ii) 知 有 可 数 个 
余 零 集 {U,} 构成 和 的 拓扑 基 . 取 上 ECGCX,J)， 使 局 = {f, 二 1}(n EN). 念 
照 式 (7) 定 义 能 人 上 映射; 

e:X—J", r= (f(z)). 《9) 
分 析 定 理 3. 1. 12 之 证 中 (iii) 之 (iv) 的 证 明 ,实际 上 已 可 看 出 式 (9) 是 一 个 拓扑 岂 
入 . 不 过 我 们 还 是 写 出 详细 证 明 , 以 有 助 于 你 进一步 熟悉 这 类 证 法 .车 x,y EX， 
Zz 关 y, 则 由 XX 的 全 正则 性 必 有 某 个 U, 含 工 而 不 含 y, 于 是 f(z) 二 1= f(y)， 
因而 之 关 3. 可 见 e(*) 是 单 射 . 若 {zs} 是 外 中 的 序列 , x € X (注意 XX 是 第 一 可 
数 空间 ,因而 只 要 考虑 序列 ), 则 
Xi> I f(r) > f(r)(Vn EN) 

> (f(x)) > (f(z)) 

之 入 一 产 (一 oo)， 
可 见 e(') 连续 . 若 密 妈 z, 则 存在 工 的 某 个 邻 域 U0,, 使 得 有 某 个 子 列 {zi}) 性 
Us. 于 是 f(z) 过 1 三 (za), 从 而 f(Ti) 广 f(T)(k 一 oo0), 因此 各 万 . 这 
证 得 e(…) 为 拓扑 谋 人 . 口 

定理 3. 1. 14 表明 ,第 二 可 数 的 全 正则 空间 类 ,重合 于 本 的 子 空间 之 全 体 . 用 
拓扑 学 中 的 一 个 专门 术语 来 说 ,就 是 下 是 第 二 可 数 全 正则 空间 的 万 有 空间 . 求 
得 一 类 空间 的 万 有 空间 ,可 不 是 常 有 的 事 . 由 此 足见 定理 3.1. 14 的 重要 性 ,后 面 
将 看 到 它 的 一 些 极 有 价值 的 应 用 . 

D. 正规 空间 

我 们 知道 ,正则 空间 就 是 “点 与 不 含 该 点 的 闭 集 可 邻 域 分 离 ” 的 T, 空间 . 若 
将 以 上 表述 中 的 点 改 成 闭 集 ,就 得 到 本 有 段 将 要 考虑 的 正规 空间 . 正规 性 是 本 节 要 
讨论 的 最 强 的 一 种 分 高 性 , 它 与 前 面 所 考察 的 三 种 分 离 性 有 和 较 大 的 差别 . 
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3.1.15 定义 设 X 是 T, 空间 . 若 X 中 互 不 相交 的 闭 集 可 邻 域 分 离 , 则 说 六 
满足 T, 分 离 公 理 或 正规 性 条 件 , 且 称 X 为 T 空间 或 正规 空间 . 
T, 分 离 公理 也 称 为 Tietze 公理 . 
要 举 出 一 个 正规 空间 的 例子 并 不 难 , 度 量 空间 就 是 正规 空间 : 设 X 是 度量 
空间 , 4,B CX 是 互 不 相交 的 闭 集 ,不 妨 设 A,B 关 OO. 令 
U= (xXxE€EX:d(r,A) < dlzr,B)}, 
V= {rE€EX:d(zr,A)> dlr,B))}, 
则 品 与 V 均 为 开 集 (用 推论 2.2.4 与 例 2.2.50v)),UNV=G, 且 A4CU,， 
BCVC 用 2.1 节 式 (33)). 可 见 U 与 V 分 离 A4 与 B. 
如 同 全 正则 空间 一 样 ,正规 空间 亦 有 一 系列 形式 上 差别 颇 大 的 等 价 刻画 ,其 
中 一 些 刻画 是 很 著名 的 拓扑 定理 ,在 拓扑 学 及 其 他 领域 都 有 重要 应 用 . 为 表述 方 
便 , 下 面 约定 一 个 缩 记 号 : 
ACCBSOACB° ( 强 包含 ) (10) 
3. 1.16 定理 ”对 于 T, 空间 和 ,以 下 条 件 互相 等 价 : 
(i) 区 是 正规 空间 ; 
Qi) 车 A CCBCX, 则 有 开 集 C, 使 ACCCCCB; 
(iii) 区 中 互 不 相交 的 非 空 闭 子 集 4,B 可 函数 分 离 ; 
(Vv) 名 关 ACCBCX=>3fEC(X);A <f<B( 记 号 依 式 (5)); 
(v) 车 AECC4),4CCX 是 闭 集 , 则 了 可 扩张 为 gE€ CC(X), 使 得 ef 4 = 
| sg 上, 此 处 约定 
| Za 一 sapl7(z2， lsgl = | glx. (11) 
证 GG) 二 G0). 设 4CCB, 则 有 4 与 B* 是 互 不 相交 的 闭 集 . 由 六 的 正规 性 ， 
有 开 集 C 与 DD 分 离 4 与 B", 于 是 
ACCCCCD= DCB,, 
即 4CCCCC B. 
(让 入 Gi). 这 是 证 明 的 关键 步骤 之 一 .由 4C 及 条 件 (ii) 得 出 开 集 Ci， 
使 得 4CCo CC Bi; 同 理 又 有 开 集 Cl 与 Ca 使 得 ( 见 图 3-4) 
4CCCCC CC Ca CC 5 
如 此 继续 ,对 任何 7 = 有 2 一 (k 二 1,2,…,2" 一 1,n 二 1,2,…), 得 出 开 集 C,, 开 
集 族 {C,} 满足 条 件 : 
ACC,CCC,CCECB (<r). (12) 
约定 Ci 二 X. 定义 
f(r)=inf(r:xEC,) (CrEX)， 
则 0 过 f(z) 牵 1,f(4) = 0,f(B) = 1. 不 难 验证 
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OG uo, 
{f <a) =4UC, 0<ael, 
入， a>1; 


O, a<<0， 
{f < a) -ee 0<a<1, 
又 ， a 之 1. 
可 见 {f 之 a} 与 {f 志 a) 分别 为 开 集 与 闭 集 , 因 而 ECGCX) (利用 推论 2. 2. 4). 
这 就 证 得 了 分 离 4 与 B. 
(ii) 坟 Gv). 设 名 关 4CCBCX. 由 条 件 (ii), 4A 与 B” 可 函数 分 离 , 故 有 
g EC(X,J), 使 得 g(4) 二 0,g8(B") 二 1. 又 4 与 {8g 之 1/2) 可 函数 分 离 , 故 有 
ECCX,J), 使 得 (4) = 1,{g 之 1/2) CC {f= 0). 于 是 
supp f={] ¥0} CC {gC<172} 
Clg1/2} CB°, 


这 表明 A 过 /<B. 

你 不 妨 将 以 上 证 明 与 定理 3.1.12 之 证 中 (i) 过 (i) 的 证 明 对 照 一 下 ,两 者 几 
乎 是 一 样 的 ! 

注意 到 显然 有 (iv) 之 (iii), 因 此 已 确立 (ii) 拓 (iv). 

(iii) 之 (Y). 这 是 定理 证 明 的 另 一 个 主要 步骤 . 设 4CX 是 闭 集 , f € C(4)， 
不 妨 仅 考虑 | 三 | < ce 的 情况 (对 ef = co 的 情况 只 需 附 加 适当 连续 变 
换 ), 且 不 妨 设 | /la = 1, 否则 以 f/f 取代 了 令 B4i= {1/3 声 土 f 志 1}， 
则 B; 与 B- 是 和 中 互 不 相交 的 闭 集 ,于 是 由 条 件 (ii) 有 g! € CC(X), 使 得 
a1(B4) = 土 1/3, 且 | gil 委 1/39. 容 易 看 出 1 一 ss 委 2/3. 对 (3/2) 


@ 例如 , 取 pECGCX,J) ,使 pLB-) 二 0,9《B+) 二 1, 然后 令 g1 一 (2/3)(9 一 1/2),， 则 8: 即 合 于 所 求 . 
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(f 一 g1) 应 用 已 得 结论 ,得 出 h, € CC(X)，, 使 得 


Ih < 到， 一 ao 一 二 | < 
令 gz 二 (2/3)hs, 则 gs € C(X), 
1 [12 2 1 
AA 
如 此 继续 ,可 归纳 地 作出 {g,} CCCX), 使 得 
1 1217 
lal <3(3) ， 
， (13) 
|f— >al, <|[3) enN,. 
由 式 (12) 推 出 级 数 >)，8g, 一 致 收敛 ,因而 g 全 2) g, € CC(X) 0, 且 
lal <Dlel <4> 3) =1 
另 一 方面 ,从 式 (12) 的 后 一 式 推出 g|4 = f, 因此 gl 之 114= 1, 从 而 


fl = lg ,这 表明 g 是 了 的 所 要 求 的 扩张 . 

(Vv) 坟 (i). 设 4,BCCX 是 互 不 相交 的 闭 集 ,不 妨 设 A,B 关 3. 令 E=AU 
B,f = xX, , 则 了 € CCE) (用 引 理 2.3.4). 由 条 件 (v), f 有 扩张 g € CC(X). 因 
8g(4) = 二/(4) = 二 0,g(B)==f(B) = 1, 故 开 集 {g 二 1/2} 与 {g 之 1/2} 分 离 4 
与 B. 这 表明 X 是 正规 空间 . 口 

定理 3. 1. 16 的 结论 无 疑 不 是 平常 的 ,现在 让 我 们 作 点 评述 . 在 定理 3. 1. 16 
对 正规 性 所 作 的 几 种 等 价 刻画 中 , Gi) 只 是 定义 的 简单 推论 , (iv) 与 (iii) 的 关系 
犹如 定理 3.1.12 中 (Gi) 与 Gi) 的 关系 , 亦 无 需 过 多 注意 . 真正 深刻 的 刻画 是 (iii) 与 
(Vv), 二 者 分 别 以 Urysohn 定理 (1925) 与 Tietze 定理 (1923) 著 称 ,是 拓扑 空间 理 
论 中 的 重要 结果 之 一 . 刻画 (Gi) 表明 ,对 于 闭 集 的 邻 域 分 离 与 函数 分 离 实质 上 等 
价 . 与 此 相对 照 , 你 知道 点 与 闭 集 的 邻 域 分 离 ( 正 则 性 ) 与 函数 分 离 ( 全 正则 性 ?并 
不 等 价 . 刻画 (v)? 表 明 ,正规 空间 的 闭 子 空间 上 的 连续 函数 总 可 连续 地 扩张 到 全 
空间 上 . 这 一 结论 即使 在 很 特殊 的 空间 R” 甚至 R 上 也 不 是 显然 的 . 而 Gi) 局 (v) 
意味 着 , 闭 集 的 函数 分 离 性 与 闭 集 上 连续 函数 的 可 扩张 性 原 不 过 是 一 回 事 ,而 在 
表面 上 看 来 ,二 者 的 差别 是 很 大 的 . 由 此 足见 定理 3. 1. 16 的 深刻 性 . 顺便 指出 ， 
分 离 性 与 函数 扩张 性 质 之 间 的 深刻 内 在 联系 是 一 个 颇具 普遍 意义 的 问题 ,这 一 
类 的 结果 亦 出 现在 抽象 空间 理论 的 其 他 领域 . 

定理 3,1. 16 的 证 明 方 法 也 是 高 度 富 有 启发 性 的 . 在 缺少 具体 结构 的 拓扑 空 


@ 此 处 不 加 证 明 地 用 了 似乎 很 熟悉 的 结论 :一 致 收敛 的 连续 函数 序列 (或 网 ) 的 极限 函数 是 连续 函 
数 ( 见 习题 50). 此 结论 本 书后 面 还 要 用 到 . 
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间 中 ,竟然 也 能 完成 连续 函数 的 如 此 精巧 的 构造 ,你 必定 会 不 胜 惊 讶 . 为 了 感受 
一 下 所 用 论证 的 逻辑 力量 ,你 不 妨 尝试 一 下 解决 一 个 远 为 初等 的 问题 : 若 了 是 定 
义 于 Cantor 集 己 上 的 连续 函数 ,如 何 将 它 连 续 地 扩张 到 R 上 ? 在 作 这 件 事 时 你 
首先 想到 的 多 半 是 Cantor 集 的 特殊 构造 ,而 对 于 定理 3.1.16(v) 中 的 闭 集 4 却 
未 给 出 任何 具体 构造 ,仅仅 利用 空间 的 正规 性 ,我 们 同样 构成 了 JE CC(A) 的 连 
续 扩 张 ! 

由 定理 3. 1. 16 直接 推出 ,正规 空间 是 全 正则 空间 (用 定理 3. 1. 16(iii)). 因此 
正规 空间 必 可 拓扑 嵌 人 到 某 个 空间 J?. 但 并 不 能 说 明 , 凡 可 拓扑 嵌 人 某 个 J 的 
拓扑 空间 都 是 正规 空间 ;否则 ,正规 性 就 等 同 于 全 正则 性 了 . 在 这 个 意义 上 ,对 于 
正规 性 缺少 如 同 定理 3.1. 12 那样 的 甬 人 定理 . 在 一 定 程度 上 正 是 这 个 原因 ,使 
得 正规 性 在 某 些 方面 远 不 如 全 正则 性 那样 便于 处 理 . 例如 ,正规 性 既 不 是 遗传 
的 ,也 不 是 可 乘 的 ,甚至 不 是 有 限 可 乘 的 :两 个 正规 空间 的 积 空间 就 未 必 是 正规 
空间 . 在 这 些 方面 ,正规 性 显示 出 其 难以 把 握 甚至 病态 的 一 面 . 鉴于 度量 空间 总 
是 正规 空间 ,不 可 能 在 度量 空间 的 范围 内 去 寻找 这 种 似乎 属于 病态 的 反例 . 本 书 
并 不 打算 深入 考察 这 类 问题 . 

如 容易 看 到 的 ,定理 3.1.16(iv) 是 定理 3.1. 12kii) 的 某 种 加 强 . 因为 用 闭 集 
4 代替 了 定理 3.1. 12(ii) 中 的 点 z, 定理 3. 1. 16 (iv) 就 不 再 是 一 个 纯 局 部 的 结 
论 , 因 而 可 作 更 有 价值 的 应 用 . 下 面 考 患 一 个 非常 简单 的 例子 . 

3.1.17 例 设 和 是 正规 空间 , Ae C(X),A CX 是 非 空 间 集 .V 是 4 的 开 
邻 域 , 今 要 求 一 个 g € Cl(X), 使 得 

gl|A4=/f|A, suppg CV. 

利用 定理 3. 1.16, 上 述 问 题 的 解法 非常 简单 : 取 PE CC(X), 使 得 4 < PP 天 

V, 令 g 二 9f, 则 g 显然 已 满足 问题 的 要 求 ( 见 图 3-5). 


上 述 问题 中 的 函数 8 称 为 了 在 4 上 的 截断 函数 . 如 果 我 们 仅 关 注 了 在 4 上 
的 性 质 , 则 不 妨 以 g 取代 f.g 在 V 之 外 恒 为 零 , 这 个 优点 不 为 了 所 具有 . 而 且 ， 
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4 的 邻 域 V 可 取得 尽 可 能 地 “小 ”, 这 意味 着 V 尽 可 能 地 接近 于 集 4 . 你 或 许 会 
认为 ,以 特征 函数 Xx 取代 9 构成 g 一 /Xs， 同样 有 
fiA=g|IA, suppg CV. 

但 这 样 一 来 , g 一 般 就 不 连续 了 . 实际 上 ,满足 4<?<TY 的 9 正 是 对 函数 X, 的 
一 个 连续 逼近 ;TY 愈 “接近 于 ”4,9 对 X, 的 通 近 就 愈 好 . 而 由 定理 3. 1. 16, 存 在 这 
种 性 质 的 允 近 , 正 是 正规 空间 的 本 质 特征 . 

正则 空间 未 必 是 正规 空间 , 但 如 果 正 则 性 加 上 第 二 可 数 性 ,就 足以 推出 正规 
性 ,这 构成 以 下 定理 的 结论 . 

3.1.18 定理 车 多 是 第 二 可 数 的 正则 空间 , 则 X 是 正规 空间 . 

证 设 A4,B 是 X 中 互 不 相交 的 闭 集 , 今 要 求 出 分 离 4 与 B 的 一 对 开 集 .可 
设 4A,B 关 3. 取 XX 的 可 数 拓扑 基 光 , 令 

UYU={UEB:ANUVUAOGUCB'). 

VzxE€ 4, 因 B' 是 zx 的 开 邻 域 , 故 必 有 UE 多 ,使 zEU,D CE (此 处 用 到 正 
则 性 !) ,这 样 的 UU 必 属 于 人 2. 因此 人 着 且 ACAU*. 以 下 设 红 = (U0,}. 同 
理 可 求 得 %Y = {V,) C 多 ,使 得 BC%Y*,V,C A. 现在 令 


v=U(0\ Ur), 


V =U, (vA\ UD,) ’ 
显然 U,V 稍为 开 集 ,也 容易 看 出 U 站 V = 他. 下 面 只 要 证 4 CU ( 同 理 将 有 
B CV, 因而 U 与 V 分 离 4 与 B). 任 给 x€ 4, 必 有 某 个 U, 含 x. 因 当 1 i 
70 时 zE4C(C7)，, 故 


如 所 要 证 . 口 

对 于 正规 性 ,我 们 似乎 已 谈 得 很 多 了 . 关于 正规 性 的 最 基本 的 结论 ,大 致 就 
是 这 些 . 车 就 正规 空间 理论 的 深入 展开 而 言 , 则 要 走 的 路 还 很 长 ,不 是 本 书 所 宜 
过 多 涉足 的 . 但 为 后 面 的 需要 ,至 少 还 得 介绍 一 个 结果 , 它 虽 然 不 像 定 理 3. 1. 16 
中 那些 内 容 一 样 属于 最 基本 的 结论 ,但 其 所 依据 的 思想 仍 是 基本 的 .易于 理解 
的 . 不 过 ,你 在 初次 阅读 时 也 不 妨 跳 过 下 面 这 一 段 ,这 并 不 影响 学 习 本 章 其 他 部 
分 的 内 容 . 

E. 单位 分 解 

让 我 们 暂时 离开 正规 性 的 讨论 ,考虑 一 个 不 无 趣味 的 问题 . 给 定 一 个 函数 
厂 :X 一 R, 如 何 将 对 /的 考察 转化 为 在 X 的 某 些 子 集 上 “分 块 " 考 察 ?一 个 看 来 
最 简单 的 方案 是 :将 和 适当 地 分 解 为 一 个 不 交 并 :和 = U 4;, 令 三 二 fX。,， 则 得 
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到 如 下 分 解 ， 

f= 2 = 2 (13) 
其 中 每 个 /; 在 A; 上 篆 为 零 ,因而 只 需 在 4; 上 考虑 f; 就 够 了 . 你 立即 会 注意 到 ， 
以 上 方法 有 一 个 严重 缺点 , 即 X 一 般 是 不 连续 的 ,因而 即使 了 E CCX), 也 未 必 
有 f;E€ CCX) . 受 例 3.1.17 的 启发 , 易 想 到 的 补救 办 法 是 :以 Xa 的 某 个 “连续 台 
近 ”g 取代 X .为 了 得 到 类 似 于 式 (13) 的 分 解 式 ,自然 要 求 {8} 满足 2)8 二 1; 
为 使 对 9 的 考察 能 限制 在 某 个 预定 的 范围 内 ,还 要 求 支 集 supp 9 (参看 式 (4)) 
. 含 于 某 个 预定 的 集 . 这 样 的 {8} 就 是 本 段 所 要 考虑 的 单位 分 解 . 单位 分 解 在 现 
代数 学 的 多 个 领域 有 着 重要 应 用 ,因而 是 一 个 极 有 价值 的 工具 . 依 需要 的 不 同 ， 
单位 分 解 的 形式 亦 互 有 差异 . 下 面 仅 考虑 一 种 最 简单 的 情况 . 

3.1.19 定义 设 和 = {Ui:1i<n) 是 XX 的 一 个 开 覆 盖 , 即 U,(1 志 i 声 
n) 均 为 开 集 且 关 = 一 UUi,$ = 二 {8:1 二 i1 志 nn) CC(X,J). 若 瑟 满足 条 件 : 

(GD Sp 一 1， 

(ii) supp CU in), 

则 称 @ 为 上 从 属于 开 和 覆盖 2 的 一 个 单位 分 解 . 

亦 可 以 考虑 从 属于 无 限 开 覆盖 的 单位 分 解 ,但 本 书 不 拟 处 理 这 种 更 一 般 的 
情况 了 . 

定义 3.1. 19 并 不 涉及 拓扑 空间 XX 的 任何 特殊 的 拓扑 性 质 . 但 是 单位 分 解 的 
存在 却 不 是 一 件 很 寻常 的 事 , 下 面 指出 它 依赖 于 空间 的 正规 性 . 

”3. 1.20 定 理 设 X 是 一 个 T, 空间 , 则 X 是 正规 空间 怠 对 X 的 任何 有 限 
开 和 覆盖 人 2 = {Ui :1 声 i1 志 nn},X 上 存在 从 属于 人 的 单位 分 解 . 

证 首先 设 XX 是 正规 的 , 2 = (U;: 1 二 i 志 nn) 是 X 的 开 和 覆盖 . 令 A 二 
(U2U0D“, 则 4; 是 闭 集 且 4 CU， 于 是 有 开 集 V, 使 得 4 CV CCU,( 用 定 
理 3.1.16(0)). 因 {V1,U,,…,U,) 是 XX 的 开 和 覆盖 ,重复 上 面 的 论证 可 得 出 开 集 
Vs, 使 得 7 CCU, 且 {V1,Vi,U;,…,U,} 是 XX 的 开 覆 盖 . 如 此 一 直 作 下 去 ,直到 
得 出 开 集 族 = {Vi:1 志 i 志 n), 使 得 ViCU(<i<n), 且 X=%*. 由 
X 的 正规 性 ,有 f: € C(X), 使 得 V; 运 fi: < Ui,1 志 i 声 n( 用 定理 3. 1. 16(iv)). 
令 f= 2)f:, 则 /ECCX), 由 X= %* 及 fi(Vi) = 1 得 出 f>> 0. 于 是 
REAf/f ECCKT), 2 R= 1,supp R= supp fi CU 可 {g:1<i<n) 
是 XX 上 从 属于 从 的 单位 分 解 . 

反之 , 设 关 的 任何 有 限 开 覆盖 有 从 属于 它 的 单位 分 解 , 今 证 XX 是 正规 空间 . 
设 4,BCX 是 互 不 相交 的 非 空 逆 集 , 则 人 = {4',B') 是 X 的 一 个 开 覆 盖 . 取 XX 
上 从 属于 4 的 单位 分 解 (f,g}, 则 
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supp fC A= f(A4) = 0; 
同 理 有 g(8) = 0, 因而 由 f 十 g = 1 推出 /(B) = 1, 这 表明 了 分 离 4 与 巨 故 
XX 是 正规 空间 . 器 
在 讨论 一 定 函 数 空间 的 可 分 性 时 ,将 用 到 定理 3. 1. 20( 参 看 定理 4. 3. 3). 


3.2 紧 性 


在 上 节 中 ,你 已 接触 到 某 些 有 一 定 深 度 的 拓扑 定理 . 但 我 们 一 直 因 其 不 能 推 
广 于 拓扑 空间 而 深 以 为 憾 的 那些 经 典 定 理 , 特 别 是 关于 连续 函数 的 极 值 定理 , 却 
仍然 未 曾 触及 . 这 就 表明 ,除了 分 离 性 之 外 ,还 需 考虑 应 附加 到 拓扑 空间 的 另外 
一 些 假设 ,最 重要 者 就 要 数 紧 性 了 ,这 正 是 本 节 所 要 考虑 的 . 

如 辐 分 离 性 一 样 , 紧 性 也 不 是 一 个 单一 的 拓扑 性 质 , 而 是 一 系列 相近 拓扑 性 
质 的 总 称 . 在 这 个 意义 上 ,关于 紧 性 的 理论 是 庞大 而 复杂 的 , 它 占 据 了 拓扑 空间 
. 理论 的 一 个 相当 大 的 部 分 ,其 重要 性 是 无 庸 置疑 的 . 不 过 ,本 节 仅 涉及 比较 基本 
的 内 容 , 这 部 分 内 容 与 我 们 熟知 的 许多 经 典 定理 (如 有 限 覆 盖 定 理 与 聚 点 原理 ) 
有 比较 直接 的 联系 ,因而 较 容 易 理 解 与 运用 ;而 且 , 在 应 用 上 也 是 最 重要 的 . 

A. 紧 性 的 刻画 

对 紧 性 一 词 可 作 两 种 理解 ;其 一 是 泛 指 加 了 前 辍 修饰 的 诸多 紧 性 中 的 任何 
一 种 ,包括 序列 紧 、 可 数 紧 、 聚 点 紧 等 ;其 二 是 专 指 严格 意义 上 的 紧 性 ,此 处 要 考 
虑 的 正 是 后 者 , 它 无 疑 处 于 最 主要 的 地 位 . 

紧 性 的 原型 是 由 熟知 的 有 限 覆 盖 定 理 所 揭示 的 性 质 . 为 表述 所 需 的 定义 , 首 
先 交 待 若 干 与 覆盖 有 关 的 术语 . 实际 上 ,我 们 已 用 过 覆盖 这 一 术语 了 ,此 处 只 是 
说 得 更 明确 且 更 全 面 些 罢了 . 若 -只 人 2 ez” 一 和, 则 称 -为 式 的 一 个 覆盖 . 
设 -x 是 XX 的 覆盖 .车 .ex 含有 限 个 集 ( 或 无 限 个 集 .可 数 个 集 ), 则 称 -w 为 有 限 
覆盖 (或 无 限 覆 盖 、 可 数 覆 盖 ); 若 -sz 中 的 集 均 为 开 集 (或 闭 集 ), 则 称 -ez 为 开 覆 
盖 ( 或 闭 覆 盖 ). 若 x 己 多 且 -x ”=X, 则 称 -x 为 多 的 子 覆盖 ;含有 限 ( 或 可 
数 ) 个 集 的 子 覆 盖 称 为 有 限 (或 可 数 ? 子 覆盖 . 若 4 C -x *, 则 称 -ez 为 集 4 的 覆 
盖 . 上 面 关 于 覆盖 的 种 种 术语 ,同样 可 用 到 集 4 的 覆盖 . 

若 人 = {U.} 是 X 的 一 个 开 覆 盖 , 则 涉及 全 空间 X 的 问题 有 可 能 分 别 在 各 
个 U。 上 考虑 ,然后 通过 某 个 综合 手续 得 出 一 个 关于 全 空间 的 总 体 结论 . 这 就 提 
供 了 一 个 从 局 部 性 质 过 渡 到 整体 性 质 的 途径 . 但 从 局 部 到 整体 的 综合 是 否 容易 
完成 , 则 往往 取决 于 2 是 否 为 有 限 覆盖 . 因此 , 某 种 有 限 开 覆 盖 的 存在 性 ,常常 
成 为 许多 问题 获得 解决 的 关键 . 这 就 引导 到 以 下 定义 . 

3.2.1 定 义 设 4CX. 若 4 在 中 的 每 个 开 覆 盖 有 有 限 子 覆盖 , 则 称 4 
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为 紧 集 ; 若 4 为 紧 集 , 则 称 4 为 相对 紧 集 . 若 X 本 身 为 紧 集 , 则 称 X 为 紧 空 间 . 

紧 空 间 与 紧 集 概念 是 俄罗斯 数学 家 Alexandroff 与 Urysohn 于 1924 年 引进 
的 , 它 与 分 析 中 的 有 限 覆 盖 定 理 的 联系 是 显而易见 的 . 实际 上 ,依据 定义 3. 2. 1， 
通常 的 有 限 覆盖 定理 无 非 是 说 :R 上 的 有 限 闭 区 间 是 紧 集 @. 另 一 方面 ,我 们 也 
可 以 将 定义 3. 2.1 换 一 种 说 法 : 紧 集 (或 紧 空 间 )? 就 是 使 有 限 缆 盖 定 理 得 以 成 立 
的 点 集 ( 或 拓扑 空间 ). 既然 如 此 ,我 们 就 自然 期 望 那些 基于 通常 有 限 覆 盖 定 理 的 
论证 , 亦 可 应 用 于 任何 紧 集 或 紧 空 间 . 有 限 覆 盖 定理 在 分 析 学 及 其 相关 领域 的 深 
刻 应 用 是 众所周知 的 . 这 就 不 难 设 想 , 紧 集 概念 将 有 重要 的 应 用 ,你 将 看 到 事实 
正 是 如 此 . | 

设 ACX,2U 是 4 的 开 覆 盖 , 则 

UA{ANU:UE 2) 

是 4 的 由 相对 开 集 组 成 的 覆盖 . 这 就 表明 ,“ 4 是 紧 集 ” 与 ”A 作为 X 的 子 空间 
是 紧 空间 ”是 一 致 的 . 因此 , 紧 集 与 紧 空间 在 概念 上 是 统一 的 ; 凡 对 于 紧 空 间 得 出 
的 结论 , 均 可 用 于 紧 集 , 反 之 亦 然 . 这 样 ,下 面 的 讨论 不 妨 仅 对 紧 空 间 展 开 . 

紧 性 概念 的 背景 让 人 将 紧 空间 与 闭 区 间 一 类 的 对 象 联系 起 来 ,这 种 联想 自 
然 过 于 简单 化 . 我 们 将 看 到 , 紧 空间 可 能 具有 极其 多 样 的 形态 . 就 目前 而 言 ,除了 
定义 3.2.1 所 赋予 的 意义 之 外 ,对 于 紧 空间 应 是 什么 样子 ,确实 别 无 所 知 . 这 就 
有 必要 给 出 紧 性 的 一 些 等 价 刻画 ,使 我 们 能 从 多 个 不 同 的 角度 来 观察 紧 性 ,从 而 
获得 更 好 的 理解 . 以 下 定理 汇集 了 对 于 紧 性 的 一 些 最 常用 的 刻画 . 

3. 2.2 定理 ”对 于 拓扑 空间 关 , 以 下 条 件 互相 等 价 : 

(GD 和 是 紧 空间 ; 

(ii) 对 XX 的 任何 (或 某 个 ) 拓 扑 子 基 必 ,车 多 的 某 个子 族 覆盖 X, 则 它 必 有 
有 限 子 覆盖 ; 

diii) XX 中 任何 有 限 相 交 的 闭 集 族 有 非 空 交 ; 

(iv) 中 的 任何 网 有 收敛 子 网 . 

如 同 定理 3. 1. 12 与 定理 3. 1. 16 一 样 ,定理 3. 2. 2 是 本 书 中 最 深刻 的 定理 之 
一 ,其 证 明 是 有 点 难 的 . 在 初次 阅读 时 ,读者 不 妨 跳 过 下 面 的 证 明 . 

证 证 明 的 路 线 是 : (ii 全 人 所 (iii) 合 (Civ). . 

(De(ii). (0 全 (ii) 是 平凡 的 ,ii) 之 (之 证 则 颇 不 容易 , 且 需 用 到 极 大 原 
理 . 今 设 条 件 (ii 满足 ,但 和 不 是 紧 空 间 , 下 面 引 出 矛盾 .以 三 记 的 不 含有 限 子 
覆盖 的 开 覆 盖 之 全 体 , 则 三 依 关系 己 是 一 半 序 集 ( 参 考 例 1.2.20i)). 若 五 是 2 
的 全 序 子 集 , 则 


@ 你 会 注意 到 ,在 通常 有 限 履 盖 定 理 的 表述 中 ,覆盖 区 间 [4, 丰 的 是 一 族 开 区 间 , 并 未 涉及 开 集 .不 
过 , 依 定理 3. 2. 2(ii) ,这 一 差别 并 不 重要 . 
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Br =U {8 :ore 

显然 是 XX 的 开 和 覆盖 . 2 必 无 有 限 子 覆盖 (从 而 UE€ 卫 ). 否则 有 LE U1 声 
i 声 n), 使 X=U Ui 设 UiE iE 如 (1 攻 1 世 1n), 不妨 设 27 Car C… 
C -ez 但 这 得 出 {Ui} 是 -x 的 有 限 子 覆 盖 , 这 与 x, € 卫 相 矛盾 . 因此 ,2 是 
5 在 中 的 一 个 上 界 . 由 极 大 原理 1.2.5, 于 必 有 一 极 大 元 .oz, 即 . 巡 是 和 的 不 
含有 限 子 覆 盖 的 极 大 开 覆 盖 . 由 条 件 (ii) 有 X 的 拓扑 子 基 名 ,使 得 用 多 中 的 集 
作成 的 和 的 材 盖 必 会 有 限 子 覆 盖 . 令 2 一 -oz 站 有 天, 今 证 Cr 一 X (这 将 推出 人 2 
有 有 限 子 覆 盖 , 从 而 .ex 有 有 限 子 覆 盖 ,与 .erE 卫 相 矛 盾 ). 取 定 zxEX. 因 x6E 
-YA#, 故 有 AE .ex 使 YE A. 因 多 是 拓扑 子 基 , 故 有 有 限 个 BE 多 ,使 +EN 
Bi CA. 今 证 某 个 B; € -wr (如 此 则 有 B; € 人 ,从 而 x € WU* ). 反 设 每 个 B; 蕊 
97， 则 -ez 全 -ez U {Bi} 是 真 包含 .x 的 开 覆 盖 . 由 .er 的 极 大 性 推出 -er, 蕊 3， 
于 是 每 个 -x; 有 有 限 子 覆 盖 儿 ;. 不 妨 设 安 = 多 ; U {Bi} ,多 C xy, 于 是 

X=NY =N (9B: U B) 


St ) U (NB) 
C(UgB) U 4， 


这 表明 {4} U(U 多 :) 是 -ex 的 有 限 子 覆 盖 , 得 出 矛盾 . 

注意 以 上 论证 中 对 于 反 证 法 的 运用 很 值得 你 仔细 体会 :整体 来 说 证 明 采 用 
了 反 证 法 ,而 证 明 过 程 中 又 两 次 局 部 地 用 了 反 证 法 ,因而 显得 有 点 迁 回 曲折 . 

(CD) 全 (ii) 是 明显 的 ,只 要 注意 X 的 开 覆 盖 -ex 无 有 限 子 覆 盖 全 -oz 
《记号 依 1. 1 节 式 (25)) 是 有 限 相交 的 闭 集 族 且 站 -or = 个 . 

Qi) 局 (iv). 首先 设 条 件 (iii? 满 足 . 设 {zx,:t ET)CCX 是 一 个 网 , 今 要 证 
{zx:) 有 收敛 子 网 . Y 1 ET, 令 4,= {zx,:s 之 直 }, 则 {A,:tET) 是 XX 中 有 限 相 
交 的 闭 集 族 “有 限 相交 性 ?由 了 的 有 向 性 推出 . 由 条 件 Gi), 有 xz EN 有, 今 说 
明 x 是 {zx,} 的 某 个 子 网 之 极限 .已 知 -MK -以 忆 为 序 是 一 有 向 集 , 在 4 一 人 X -Y-。 
中 规定 

(1,U) 过 GV) 全 上 委 UDOV, 

则 人 A 是 一 个 有 向 集 ( 参 考 例 1.2.2Gii)、(vi)). Y6= G4,U)€ A, 由 x € A 推出 
A 站 U0U 关 六, 从 而 有 s 之 it, 使 x, EU. 取 定 一 个 这 样 的 s, 并 记 s ==t, 则 {ts :6 
€ 4} 是 本 中 的 一 个 网 ,有 目 之 t,x EU.VYt* ET, 取 U* EEN, 令 6' = (4*， 
U"*). 车 = 二 G4,0) 之 56', 则 如 宇 t 宇 1*., 可见 2.1 节 中 的 条 件 (8) 满 足 , 因 而 
{zx} 是 {zx} 的 一 个 子 网 . YUo€ NHN,, 取 to ET, 令 二 (to,U0). 车 6 = 4， 
中 宇 6, 则 xz EU CUo. 这 表明 xz 一 xz (用 2.1 节 式 (7)'). 
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其 次 设 条 件 (iv) 满 足 ,-ex 是 关中 有 限 相 交 的 闭 集 族 , 今 证 门 -or 关 人. 不 妨 
设 -x = -xy (否则 以 -o 一 代替 -or), 则 -ez 依 忆 是 一 有 向 集 ( 参 看 例 1. 2. 2(iii) ). 
V4E-o, 取 zaE4, 则 (za:4E -oz) 是 一 个 网 .由 条 件 (iv)，(za) 有 一 收敛 
子 网 {zx4, :6 € A). 设 x 一 Xz, 今 证 TE 站 27, 为 此 只 要 对 任 给 4E .x 证 zz 
E 4. 固定 4E xy. 由 2.1 节 式 (8), 3 6,€ A,Y6 之 56, 有 A;C 4, 从 而 二 4， 
E4C4, 即 (zw:9 之 和 )C4, 这 推出 ze 4, 如 所 要 证 . 口 

现在 让 我 们 来 看 看 定理 3. 2. 2 所 给 出 的 条 件 对 于 紧 性 的 研究 能 起 什么 作 
用 . 如 我 们 在 证 明 中 已 看 到 的 ,条 件 (iii) 只 能 看 作 紧 性 定义 的 一 种 改写 ,不 必 特 
别 介意 .至 于 条 件 (ii) 与 (iv), 仅 从 证 明 的 难度 也 可 以 推 想 ,其 价值 应 当 非 同一 
般 , 下 面 分 别 作 点 说 明 . 

首先 ,条 件 (i) 使 得 有 可 能 大 大 简化 紧 性 的 判定 . 试看 下 面 这 个 简单 例子 : 
为 对 和 = [a,5j 证明 有 限 覆 盖 定 理 , 依 定理 3.2.2(Ci) 只 要 证 明 : 从 XX 的 如 下 开 
覆盖 

= {~ ,BB):iETI}U {0,0):7€ J) 
可 取出 有 限 子 覆盖 ,其 中 妨 > ao <0 令 v 一 inf 8B 二 sup Bi, 则 必 a 二 B 
(车 a 之 B, 则 必 有 zx EX, 使 4* 之 + 之 PB, 这 使 7 E Ur*!1). 于 是 有 i E€1,jE€ 
J， 使 得 a 二 a; 二 B; 夺 PB， 可 见 
XC(— %,p) U (aj,o0). 

你 不 妨 将 以 上 论证 与 有 限 覆盖 定理 的 传统 证 法 对 比 一 下 ,看 何者 更 简单 . 如 果 这 
个 例子 还 不 足以 说 明 问 题 , 那 么 在 后 面 将 看 到 更 具 说 服 力 的 例子 (例如 定理 
3. 2. 4(ii) 之 证 )， 

再 看 定理 3. 2. 2 中 的 条 件 (iv), 它 一 定 会 使 你 想起 如 下 经 典 定理 :有 界 数 列 
必 有 收敛 子 列 (Bolzano-Weierstrass 定理 ). 为 简化 表述 ,约定 如 下 术语 :一 序列 
的 子 列 之 极限 称 为 该 序列 的 聚 点 (或 极限 点 ). 于 是 Bolzano-Weierstrass 定理 可 
表 为 :有 界 序 列 必 有 聚 点 . 或 等 价 地 , 闭 区 间 中 任何 序列 在 该 区 间 中 有 聚 点 . 鉴于 
此 ,Bolzano-Weiestrass 定理 又 可 简称 为 聚 点 原理 中 . 如 果 推 广 上 面 的 术语 , 称 一 
个 网 的 子 网 之 极限 为 该 网 的 聚 点 , 则 定理 3. 2.2(Civ) 可 表 为 : XX 中 的 任何 网 皆 有 
案 点 . 进而 可 以 说 , 紧 空 间 正 是 使 聚 点 原理 成 立 的 拓扑 空间 ,. 这 就 表明 ,通过 紧 空 
间 这 一 概念 ,实现 了 有 限 覆 盖 定 理 与 聚 点 原理 的 某 种 统一 . 这 不 能 不 说 是 拓扑 空 
间 理 论 的 一 项 重要 成 就 , 它 给 人 的 印象 是 异乎 寻常 的 . 唯一 不 能 令 人 满意 的 是 ， 
在 定理 3. 2. 2(iv) 中 使 用 网 而 不 是 序列 ,这 确实 带 来 不 便 . 不 过 ,对 于 紧 性 的 许多 
应 用 来 说 ,真正 重要 的 是 “收敛 子 网 的 存在 性 ”, 至 于 这 种 子 网 如 何 构成 及 是 否 便 


中 Bolzano-Weierstrass 聚 点 原理 通常 指 : R 中 的 有 界 无 限 集 必 有 始点 . 但 容易 看 出 ,这 正好 等 价 
于 :有 界 数列 必 有 收敛 子 列 . 
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于 运用 ,都 未 必 是 要 紧 的 . 试看 如 下 简单 例子 . 

3. 2.3 推论 Ts 空间 中 的 紧 集 是 闭 集 . 

证 设 4 是 T; 空间 X 中 的 紧 集 , 今 证 4 是 闭 集 . 为 此 ,只 要 对 任 给 z E 4， 
证 TE 4h. 取 A4 中 的 网 {x,}, 使 得 x, 一 zx (用 2.1 节 式 (20)). 另 一 方面 ,由 4 的 
紧 性 ，{z,} 有 收敛 子 网 {xz}, 使 得 zx, 一 y € 4. 而 由 xz: 一 + 推出 zx 一. 由 T， 
空间 中 极限 的 唯一 性 ,必定 zx = y € A, 如 所 要 证 . 器 ] 

为 方便 起 见 ,不妨 将 在 定理 3. 2. 2(iv) 的 形式 下 运用 紧 性 的 论证 简称 为 收敛 
子 网 论证 . 一 般 来 说 ,收敛 子 网 论证 是 非常 方便 的 ,往往 能 对 一 些 不 平凡 的 结果 
给 出 最 简洁 的 证 明 ,因而 特别 令 人 偏爱 . 今后 你 将 看 到 一 些 更 有 说 服 力 的 例子 . 

B. 涉 及 紧 性 的 其 他 结论 

首先 考虑 不 变性 问题 ,以 下 结论 足以 令 人 满意 . 

3. 2.4 定 理 〈i) 紧 性 是 闭 遗 传 的 , 即 紧 空间 的 闭 子 集 必 为 紧 集 . 

(ii》 紧 性 是 可 乘 的 , 即 任 一 族 紧 空间 的 积 空间 为 紧 空 间 . 

(iii) 紧 性 在 连续 映射 下 保持 不 变 , 即 连续 映射 将 紧 集 映 为 紧 集 . 

(iv) 紧 性 是 有 限 可 加 的 , 即 有 限 个 紧 集 的 并 是 紧 集 . 

证 ”利用 收敛 子 网 论证 ,结论 Gi), (Ci) 与 (iv) 的 证 明 是 平凡 的 . 但 为 了 进 一 
步 展示 方法 的 特点 ,我 们 还 是 写 出 G) 与 Gii) 的 证 明细 节 , 以 供 你 琢磨 体会 . 首先 
设 4 是 紧 空间 X 的 闭 子 集 . 任 给 4 中 的 网 {xz,}, 由 关 的 紧 性 , 必 有 收敛 子 网 
{z). 设 z 一 x EX. 因 A 是 闭 集 , 必 有 xz E€ 4, 因 而 4 是 紧 集 .其 次 设 F EE 
C(X,Y),X 是 紧 空间 . 任 给 FX 中 的 网 {y,), 可 设 y 一 FrorcEX. 由 X 的 紧 
性 ,有 {z,} 的 收敛 子 网 {xz}, 设 z 一 + EX, 则 yy 二 Fz, 一 Fr EFX. 可 见 
FX 是 紧 的 . 

至 于 结论 (ii) 的 证 明 , 原 则 上 不 可 避免 地 要 用 到 某 种 超 限 程 序 , 因 而 远 不 是 
平凡 的 . 不 过 ,有 了 定理 3. 2. 2 中 的 条 件 Gi) 之 后 ,这 一 证 明 已 不 困难 了 .可 以 说 ， 
关键 的 障碍 已 在 定理 3. 2. 2 中 证 (i) 过 (i) 时 扫除 了 . 

设 和 是 紧 空 间 (X;,75) (i € 7 了) 的 积 空间 , P; : X 一 Xi 为 投影 . 依 定理 3.2. 
2(ii) ,为 证 XX 为 紧 空间 ,只 要 对 XX 的 任 一 开 覆 盖 肋 CU Pi't, 指明 多 有 有 限 
子 覆盖 (参考 定义 2. 3. 6). 多 可 表 成 多 ==U PN 多 ,多 ; CC Ti(i € 1). 必 有 某 个 
多 覆盖 Xi. 否则 , Yi ET, 有 XiE XNGBi. 令 XT 一 (zi)), 则 xzE 多 *, 故 有 iE 
1,B; € 名 ,使 得 x € P71B,;, 从 而 x; € Bi, 这 与 x; € 多 7? 相 矛 盾 . 于 是 可 取 定 
i ET, 使 得 多; 覆盖 Xi 因 XX; 是 紧 空间 , 故 有 多; 的 有 限 子 族 -er 覆盖 Xi， 而 这 
推出 Pi! 是 多 的 有 限 子 覆盖 ,如 所 要 证 . 口 

定理 3. 2. 4 中 最 重要 的 结论 无 疑 是 紧 性 的 可 乘 性 , 它 以 Tychonoftf 定理 
(1930) 著 称 ,可 以 说 是 拓扑 学 中 最 重要 的 基本 结果 之 一 ,其 应 用 与 影响 甚至 远 远 
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超出 拓扑 学 之 外 . Tychonoff 定理 的 证 法 其 多 ,其 中 任何 一 种 证 法 都 不 能 实质 上 
避 开 选择 公理 0. 注意 ,定理 3. 2. 4(ii) 之 证 的 一 个 关键 依据 是 定理 3. 2. 2 中 的 
(ii) ,而 后 者 的 证 明正 是 基于 与 选择 公理 等 价 的 极 大 原理 . 

其 次 也 可 注意 到 ,定理 3. 2. 4Kiii) 肯 定 了 紧 性 在 连续 映射 下 的 不 变性 . 就 紧 
性 与 连续 映射 的 关系 而 言 , 这 已 是 最 好 的 结果 了 . 除了 可 分 性 之 外 (参看 定理 
2. 4. 13) ,我 们 已 介绍 过 的 拓扑 性 质 , 如 第 一 与 第 二 可 数 性 及 TiG = 2,3,3 半 ,4) 
分 离 性 ,都 无 此 结果 . 一 般 地 , 若 一 个 拓扑 性 质 己 在 连续 映射 下 保持 不 变 , 则 必 . 
在 空间 的 拓扑 减弱 之 后 保持 不 变 : 若 rm 是 X 上 的 两 个 拓扑 ,zz 字 mm， 则 
lx :(X,r) 一 (Xm) 必定 连续 (用 定理 2. 2. 3(ii)). 因此 可 以 说 , P 更 可 能 对 较 
小 的 拓扑 成 立 . 例如 ,可 分 性 、 紧 性 及 下 节 将 论 及 的 连通 性 ,就 属于 这 种 拓扑 性 
质 . 而 分 离 性 则 恰好 相反 ,更 可 能 为 较 强 的 拓扑 所 具有 . 在 极端 情况 下 ,平凡 拓扑 
空间 总 是 可 分 的 、 紧 的 (也 是 连通 的 ,参看 3. 3A), 而 离散 拓扑 空间 则 总 是 正规 
的 . 在 这 一 点 上 , 紧 性 (及 连通 性 ) 与 分 离 性 似乎 截然 对 立 ,这 是 你 在 理解 这 些 拓 
扑 性 质 时 不 可 不 注意 到 的 . 

定理 3. 2.4 有 多 种 多 样 的 应 用 ,但 其 核心 应 用 是 用 来 获得 紧 集 或 紧 空 间 . 你 
必定 注意 到 ,到 目前 为 止 ,我 们 所 知 的 紧 集 或 紧 空 间 的 例子 并 不 多 . 直接 应 用 定 
理 3.2.2 来 判定 紧 性 ,即使 可 行 也 很 少 是 方便 的 . 获得 紧 集 或 紧 空 间 的 最 有 效 的 
途径 是 :从 少数 已 知 的 紧 集 (如 闭 区 间 ) 出 发 ,利用 定理 3. 2.4 轻而易举 地 构成 大 
量 新 的 紧 集 或 紧 空 间 . 下面 是 一 些 随手 举 出 的 例子 . 

Qi) 紧 方 体 J, 此 处 了 = [a,6],0 是 任 一 非 空 集 . 

Gii) 紧 方 体 7? 的 任何 闭 子 集 ,特别 , R" 中 的 任何 有 界 闭 集 (R" 中 的 有 界 集 
总 包含 于 某 个 方 体 "之 内 ). 容易 看 出 , R" 中 的 紧 集 只 能 是 有 界 闭 集 . 

Gii) 8”( 依 2. 3 节 式 (22)); 一 般 地 ,，R" 中 任何 有 界 集 的 边界 . 

(iv) T",S" X S1,S" X S" 等 . 

(v) 任何 紧 空 间 的 商 空 间 , 如 Klein 瓶 ( 依 2. 3 节 式 (31)) ,投影 平面 ( 依 2. 3 
节 式 (32)) 等 . 

读者 不 妨 自 己 举 出 一 些 紧 集 的 例子 . 

一 旦 确定 了 连续 映射 映 紧 集 为 紧 集 ,又 可 以 对 映射 本 身 作出 某 些 有 价值 的 
结论 . 特别 ,对 于 定义 于 紧 空间 上 的 连续 映射 ,可 建立 以 下 结果 . 

3.2.5 命 题 设 和 是 紧 空 间 , 了 是 IT 空间 . 

G) 设 FECC(X,Y), 则 是 闭 映射 ,因而 : 久 一 FX 是 商 映 射 ;着 下 是 连 
续 双 射 , 则 FF 为 同 胚 , 

Qi) 设 fEC(C(X), 则 了 在 XX 上 取得 最 大 值 与 最 小 值 . 


@ Kelley(1950) 证 明了 ,选择 公理 可 从 Tychonoff 定理 推出 . 
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证 (Gi) 车 4CX 是 闭 集 , 则 4 为 紧 集 (用 定理 3.2.4(i)), 因 而 fA4 是 紧 集 
〈 依 定理 3. 2. 4Gii)), 再 用 Y 的 T 分 离 性 得 出 F4 为 闭 集 (用 推论 3. 2. 3), 这 表明 
F 是 闭 映射 . 其余 结 论 由 命题 2. 3. 14 与 命题 2. 4. 2 推出 . 

(i) 因 f(X) 是 R 中 的 紧 集 , 即 有 界 闭 集 , 故 其 上 确 界 与 下 确 界 分 别 为 /(x) 
在 和 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 口 

命题 3. 2. 5 的 结论 (ii? 正 是 经 典 的 Weierstrass 定理 一 一 闭 区 间 上 的 连续 函 
数 取 得 最 大 值 与 最 小 值 一 一 在 紧 空间 上 的 推广 ,而 这 正 是 我 们 期 待 已 久 的 . 鉴于 
这 一 结果 的 重要 性 ,下 面 给 出 一 个 不 依赖 于 定理 3. 2.4Gii) 的 直接 证 明 , 这 也 是 
收敛 子 网 论证 的 一 次 有 趣 应 用 . 令 8 = sup f(x). 由 上 确 界 的 性 质 , 必 有 序列 
{Zz} 性 X, 使 得 f(z,) 一 B (注意 此 处 无 需 预先 假定 8 过 十 ce, 这 是 要 点 4). 由 
和 的 紧 性 ，{z,) 必 有 收敛 子 网 (x,,} (注意 ,即使 {z,} 本 身 为 序列 ,此 处 也 不 能 
断定 {x,} 有 收敛 子 列 , 但 这 一 缺陷 并 不 影响 证 明 ). 设 zu 一 zoEX, 则 由 连续 
性 有 f(x,,) 一 f(zo). 另 一 方面 有 f(z,,) 一 B, 故 必 有 f(zxo) = B, 从 而 6 就 是 
f(z) 在 X 上 的 最 大 值 . 同 理 可 证 f(x) 在 上 取得 最 小 值 . 

在 这 一 点 上 ,你 必定 会 想起 关于 连续 函数 的 另外 两 条 经 典 定理 : 介 值 定理 与 
一 致 连续 性 定理 . 这 些 定理 在 本 书 中 都 将 被 推广 到 最 一 般 形式 ,但 目前 还 做 不 到 
这 一 点 . 

在 分 析 中 ,连续 函数 的 最 大 最 小 值 定 理 有 多 大 应 用 价值 ,你 已 深 有 印象 . 建 
立 在 抽象 的 拓扑 空间 上 的 3. 2. 5(ii) ,其 应 用 范围 则 更 广 .下 面 看 两 个 简单 例子 . 

3.2.6 例 G) 设 XX 是 一 度量 空间 , 4,B 是 X 中 的 非 空 紧 集 .定义 函数 

f:AXB—R, (ry)-—d(r,y). 
若 在 X 中 z, 一 Xz,y, yy, 则 用 三 角 不 等 式 可 推出 : 
[dz 一 dz 委 dCCzoz) 二 dy) 一 0 (一 co)， 
可 见 (zy) 一 (X,Y) 过 fz,9,) 一 f(z,y), 因 此 fECC(AXB). 因 AXB 是 
紧 集 ,由 定理 3.2.5Gi), 必 有 (a,b) E 4 X B, 使 得 
f(a,b) = nin f(x,y) 二 d(4,B). (用 2.1 节 式 (24)) 

这 就 证 明了 :存在 一 对 点 a € 4,65E€ B, 使 得 d(a,6) 是 4 与 8 之 间 的 最 短 距离 . 
车 4 人 门 B=, 则 d(a,6b) >>0, 因而 必 d(4,B) > 0. 

(ii) 设 A4,BCR" 是 两 个 有 界 集 , 4CCB°, 则 94 与 3B 均 为 有 界 闲 集 ( 用 2.1 
节 式 (17)), 因 而 均 为 紧 集 . 因 

a4 站 098 CANGGBB)CA\B = 他， (用 2.1 节 式 (15)、 式 (17)) 
故 有 d(34 ,9B) > 0, 即 4A,B 两 集 的 边界 有 最 小 的 正 距 离 . 这 一 事实 在 直观 上 似 
平 不 成 问题 .但 也 应 注意 , 当 4,B 是 无 界 集 时 结论 未 必 成 立 . 

下 面 转向 考虑 紧 性 与 其 他 拓扑 性 质 的 联系 .在 紧 性 与 已 知 的 拓扑 性 质 ( 如 
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“可 数 性 ”可 分 性 及 分 离 性 ) 之 间 ,并 无 必然 联系 .但 紧 性 可 用 来 加 强 涉 及 点 的 分 
离 性 ,下 面 就 是 一 个 典型 结果 ， 

3. 2.7 定理 ” 紧 T: 空间 是 正规 空间 , 即 

紧 性 十 T: 分 离 性 之 正规 性 ， 

证 设 X 是 紧 T; 空间 , 4,B CX 是 互 不 相交 的 闭 集 . 任 给 a E 4,6 E B， 
取 开 集 Us 与 Vs 分 离 a 与 56. 注意 4 与 B 均 为 紧 集 (用 定理 3.2.4(i)). 对 给 定 的 
bE B,{(U,:a€ A} 是 4 的 开 和 覆盖 , 故 存在 有 限 个 a; E A, 使 得 

4CUU AU,. 
令 V= 人 Vos 则 Vs 是 5 的 开 邻 域 , 且 Ui 站 Vs==G. 因 {V。:5E€ B} 是 B 的 开 
覆盖 , 故 有 有 限 个 6b; € B, 使 得 
BCUV, AV, ACNU, AU. 
U 与 了 分 别 为 4 与 B 的 开 邻 域 ， 
UNVCUYUU, NV)= 8, 

可 见 U 与 V 分 离 4 与 B. 因此 X 是 正规 空间 . 口 

由 定理 3. 2.7 立即 得 到 大 量 正规 空间 的 例子 :车 六 是 紧 T, 空间 , 0 是 任 一 
非 空 集 , 则 X? 及 其 任何 闭 子 空间 均 为 紧 T, 空间 (用 命题 3. 1. 3 与 定理 3. 2. 4), 因 
而 是 正规 空间 . 特别 ,对 任 一 闭 区 间 J,J? 的 任何 闭 子 空间 都 是 正规 空间 . 概括 地 
说 ,定理 3. 2.7 的 意义 在 于 , 它 指明 了 如 下 重要 事实 :对 于 紧 空 间 来 说 ,T:,T,， 
Ts 与 Tt 这 几 种 分 离 性 不 再 要 区 别 . 

定理 3. 2.7 的 证 法 是 很 典型 的 , 它 借 助 于 紧 集 的 “有限 覆盖 ?性 质 ,将 本 来 对 
点 适用 的 结论 ( 相 异 点 可 用 开 集 分 离 ) 推 广 到 对 紧 集 亦 适 用 的 结论 ( 互 不 相交 的 
紧 集 可 开 集 分 离 ). 凡 遇 到 需要 “用 紧 集 代 点 ”的 情况 ,都 可 利用 类 似 于 定理 3. 2. 7 
的 证 法 . 例如 ,设立 是 正则 空间 , 4,B CX 分 别 为 紧 集 与 闭 集 且 互 不 相交 , 则 4 
与 B 必 可 开 集 分 离 . 这 正 是 一 个 类 似 于 定理 3. 2. 7 的 命题 ,你 应 可 用 类 似 的 方法 
来 证 明 . 通过 作 习 题 132 一 136 ,你 不 难 掌握 这 一 类 的 方法 . 

C. 序列 紧 性 与 可 数 紧 性 

在 将 定理 3. 2. 2(iv) 比 拟 成 聚 点 原理 时 ,我 们 曾 不 满 于 其 中 所 用 的 是 网 而 不 
是 序列 . 如 果 改 用 序列 , 则 所 得 的 是 另 一 种 紧 性 概念 , 即 所 谓 序 列 紧 性 . 本 段 处 理 
包括 序列 紧 在 内 的 三 种 紧 性 ,它们 的 重要 性 虽然 不 及 定义 3.2.1 意 义 下 的 紧 性 ， 
但 有 一 个 明显 的 好 处 , 即 能 在 某 种 ^ 可 数 的 形式 ”下 处 理 , 因 而 有 关 结 论 更 接近 于 
一 些 熟 知 的 经 典 定理 (如 聚 点 原理 与 区 间 套 定理 ). 

3.2.8 定 义 设 蕊 是 一 拓扑 空间 . 

(iD 车 羡 中 任何 序列 有 收敛 子 列 , 则 称 X 为 序列 紧 空 间 . 
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(ii) 车 舌 的 任何 可 数 开 材 盖 有 有 限 子 覆盖 , 则 称 X 为 可 数 紧 空间 . 

(iii) 车 X 的 任何 无 限 子 集 有 聚 点 , 则 称 X 为 聚 点 紧 空 间 . 

文献 中 对 上 述 概 念 的 命名 颇 多 歧义 . 例如 有 人 称 序列 紧 空间 (或 聚 点 紧 空 
间 ) 为 列 紧 空间 . 不 过 ,如 后 面 将 指明 的 ,对 于 度量 空间 来 说 ,这 些 概念 并 无 区 
别 2. Fréchet 最 初 对 度量 空间 定义 的 紧 性 ,就 取 序列 紧 的 形式 . 

如 同 紧 集 一 样 ,自然 亦 可 考虑 序列 紧 集 .可 数 紧 集 与 聚 点 紧 集 . 但 这 种 考虑 
并 不 增加 实质 上 新 的 内 容 , 因 此 下 面 的 讨论 只 对 空间 进行 . 

定义 3.2:8 所 定义 的 三 种 紧 性 中 ,形式 上 显然 以 可 数 紧 性 最 接近 于 定义 
3.2. 1 意义 上 的 紧 性 ,因此 ,我 们 首先 考虑 对 可 数 紧 性 的 等 价 刻画 . 

3. 2. 9 命题 ”对 于 拓扑 空间 基 , 以 下 条 件 互相 等 价 : 

(i) 和 是 可 数 紧 空间 ; 

(ii) 车 {8B,} 是 XX 中 有 限 相 交 的 闭 集 列 , 则 门 B, 关 人; 

(iii) 车 {B,} 是 中 非 空 闭 集 的 降 列 , 则 门 B. 关 他. 

证 G) 与 (i) 的 关系 恰 如 定理 3. 2.2 中 (ii 与 (iii) 的 关系 ,因而 (人 拓 (ii) 是 自 
明 的 . | 

(让 局 Gii). (ii)=>(iii) 是 平凡 的 . 其 次 设 条 件 (iii) 满 足 ，{B,} 是 有 限 相 交 的 
闭 集 列 . 令 4, = 门 ?1B， 则 {4,} 是 非 空 闭 集 的 降 列 ,于 是 由 条 件 (ii2 有 门 4。 
一 们 B, 关 人. 这 就 证 明了 (iii) 之 (ii). 口 

命题 3. 2. 9 中 特别 令 人 感 兴趣 的 是 条 件 (iii), 它 不 免 使 人 联想 起 分 析 中 的 
区 间 套 定理 (或 称 Cantor 定理 ). 更 确切 地 说 ,命题 3. 2. 9(iii)? 应 称 为 闭 集 套 定理 ， 
它 首先 由 Hausdorff 证 明 . 在 这 个 意义 上 可 以 说 ,可 数 紧 空 间 就 是 使 闭 集 套 定理 
或 Cantor 定理 成 立 的 空间 ;而 命题 3. 2. 9Gii) 则 可 称 为 Cantor 条 件 . 

连同 定义 3. 2.1 定义 的 紧 性 一 起 ,现在 我 们 已 有 四 种 紧 性 了 . 它们 在 形式 上 
的 差别 是 显然 易 见 的 ,但 实质 性 的 逻辑 关系 则 尚 不 十 分 清楚 ,而 这 无 疑 是 我 们 急 
于 要 了 解 的 . 这 一 问题 的 完全 解决 并 不 简单 ,但 得 出 如 下 的 部 分 结论 却 无 困难 . 

3. 2. 10 命题 〈i) 紧 空 间 是 可 数 紧 空 间 ; 第 二 可 数 的 可 数 紧 空间 是 紧 空 间 . 
因此 ,对 于 第 二 可 数 空间 来 说 , 紧 性 与 可 数 紧 性 一 致 . 

(ii) 序列 紧 空间 是 可 数 紧 空 间 ; 第 一 可 数 的 可 数 紧 空 间 是 序列 紧 空间 . 因 
此 ,对 于 第 一 可 数 空间 (包括 度量 空间 ) 来 说 ,序列 紧 性 与 可 数 紧 性 一 致 . 

(iii) 可 数 紧 空 间 是 聚 点 紧 空 间 ; 聚 点 紧 的 T: 空间 是 可 数 紧 空间 . 因此 ,对 于 
T: 空间 来 说 ,可 数 紧 性 与 聚 点 紧 性 一 致 . 

证 〈i) 是 平凡 的 (注意 用 定理 3. 2. 2(ii) ). 

(ii) 首先 设 XX 是 序列 紧 空间 .车 (B.} 是 和 中 非 空 闭 集 的 降 列 , 取 xz, E 


人 或 许 正 是 这 一 事实 导致 术语 使 用 上 的 歧 见 . 
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BC EN), 则 (zx,} 有 收敛 子 列 (zx,}. 设 工 , 司 工 , 则 显然 有 工人 NB,, 因而 XX 
是 可 数 紧 的 (用 命题 3. 2. 9). 其 次 , 设 关 是 可 数 紧 的 第 一 可 数 空间 , {zx,} CC 和 是 
一 序列 , 令 4, = {zi :上 之 n). 不 妨 设 zx, 互 不 相同 ,因而 门 4, = 你. 车 {zx} 无 
收敛 子 列 , 则 4, 均 为 闭 集 (这 用 到 X 的 第 一 可 数 性 及 2.4 节 式 (4)), 因 而 (4,} 
是 非 空 闭 集 的 降 列 ,而 站 4, = 你 , 这 与 区 的 可 数 紧 性 相 了 矛盾 . 因此 {z,} 必 有 收 
敛 子 列 , 故 六 是 序列 紧 空间 . 

(iii) 首先 设 X 是 可 数 紧 空间 , 4 CX 是 一 无 限 集 , 今 证 4' 关 何 (记号 依 
2.1 节 式 (18)). 不 妨 设 4= (zz 互 不 相同 . 令 4.= (zi :0 若 4 = 个 ， 
则 4 = 名 , 从 而 4, 为 闭 集 ( 用 2.1 节 式 (15))，(4,) 是 非 空 闻 集 的 降 列 ,但 
门 4, = 你 , 得 出 矛盾 . 因此 4' 关 信 ,X 是 聚 点 紧 的 . 其 次 , 设 和 是 聚 点 紧 的 T 
空间 , {8B,} 是 中 非 空 闭 集 的 降 列 , 今 证 门 B, 关 人 7. 可 设 B, 互 不 相同 ,于 是 有 
TD E BN\NBA(Vn EN). 令 A= {rz,:n€ N}, NH 聚 点 紧 性 有 xz € 4’, 今 证 
zx €NB,. 若 此 结论 不 真 , 则 有 某 个 B, 不 含 x, 于 是 

XE BN\N{T ,Ts 1}\(T}) AU. 

因 X 中 的 有 限 集 是 闭 集 (T, 分 离 性 用 于 此 !1)》, 故 U 是 工 的 开 邻 域 . 易 验 证 U 门 
(A\{z)) 一 个, 这 与 x € 4' 相 矛 盾 ( 用 2.1 节 式 (13)). 因此 x En B,, 如 所 要 
证 . 口 

依据 命题 3. 2. 10, 已 考虑 过 的 四 种 紧 性 的 关系 可 用 图 3-6 表示 . 


图 3-6 


其 中 箭头 旁 注 明 的 C, ,T, 等 表 附加 条 件 ,C ,与 Ci 分 别 表示 第 一 可 数 性 与 第 二 
可 数 性 . 对 于 第 一 可 数 的 T, 空间 (如 度量 空间 ), 序 列 紧 、 可 数 紧 与 聚 点 紧 三 者 一 
致 ;对 于 第 二 可 数 的 T; 空间 (如 可 分 度量 空间 ), 所 有 四 种 紧 性 一 致 . 在 最 后 这 种 
情况 下 ,可 以 说 在 拓扑 空间 的 抽象 框架 内 实现 了 有 限 覆 盖 定 理 、 聚 点 原理 与 闭 集 
套 定理 的 统一 . 这 无 疑 是 一 个 激动 人 心 的 结论 . 在 定理 4. 1. 10 中 我 们 还 将 证 明 ， 
对 于 度量 空间 无 需 第 二 可 数 性 ,四 种 紧 性 也 是 一 致 的 . 

如 果 没 有 T:,C,C+ 这 类 附加 条 件 , 上 面 提 到 的 等 价 性 一 般 就 不 再 成 立 . 用 
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作 说 明 的 反例 大 都 不 很 简单 , 且 用 到 某 些 多 少 有 点 怪 蜡 的 构造 . 对 于 初学 者 来 
说 ,寻求 或 分 析 这 类 反例 都 是 深 感 困扰 的 事情 . 因此 ,如 果 你 对 于 下 面 引述 的 反 
例 不 感 兴趣 ,不 妨 跳 过 它 . 

3.2.11 例 Gi) 非 序列 紧 的 紧 空间 . 取 X= ,J = [0,1J.XX 显 然 是 紧 空 间 
( 依 定理 3.2. 4(ii)). 下 面 说 明 和 不 是 序列 紧 的 ,为 此 得 在 其 中 找 出 一 个 无 收敛 
子 列 的 序列 {zx,}, 这 样 的 x 定义 如 下 : 
. za(t) 二 t 的 二 进位 小 数 的 第 nn 位 数 CEJncEN). 
设 {z,) 是 {z,} 的 任 一 子 列 . 取 t € J, 使 1 的 二 进位 小 数 的 第 nw 位 数 交替 地 取 
0 与 1, 则 

人 

不 收敛 ,从 而 (zw } 在 和 中 不 收敛 (注意 , 和 中 的 收敛 意味 着 在 区 间 / 上 处 处 收 
敛 , 参 看 例 2.3.8Gii)). 可见 {zx,) 就 是 一 个 所 要 找 的 序列 ， 

以 上 的 X 自然 也 是 非 序列 紧 的 可 数 紧 ( 且 育 点 紧 ) 空 间 的 例子 . 你 注意 到 六 
既 不 是 第 二 可 数 的 ,也 不 是 第 一 可 数 的 (参考 定理 2. 4. 7(ii)), 从 命题 3.2.10(i)， 
(让 ) 看 来 ,这 是 理所当然 的 . 

(ii) 非 紧 的 序列 紧 空间 .设立 仍 如 上 , 取 关 的 子 空间 

了 二 {x € 久 :x(t) 至 多 在 可 数 多 个 点 不 为 零 ). 
今 说 明 Y 是 非 紧 的 序列 紧 空 间 . 首先 说 明了 是 非 紧 的 ,为 此 只 要 说 明了 = XX. 以 
记 J 了 的 有 限 子 集 之 全 体 , 则 (2, 性 ) 为 有 向 集 ( 参 看 例 1. 2. 2(iv)). 取 定 x E€ 
久 , 令 工 ,二 XX , 则 {zs :o E53) 是 Y 中 的 一 个 网 ,只 要 说 明 zx 一. 任 取 z 的 
如 下 子 基 邻 域 (参看 2. 3 节 式 (18)): 
V={yE€EX: |y()— rt)! <e)， 

其 中 1。€ J 与 6 之 0 是 取 定 的 . 令 o = {to}, 则 当 o€ 25 二 oo 时 有 ze(t) 一 
X(to)， 因而 Xx, EV. 这 正 表明 zx, 一 x (用 2.1 节 式 (9)). 

其 次 说 明了 是 序列 紧 空间 . 任 给 序列 {x,} CY. 令 

A=U (Tri (0)) =U (rx, #0}, 

则 4 是 可 数 集 , 在 .NA4 上 x,() = 0(YVn EN). 要 取出 {z,) 的 收敛 子 列 ( 注 意 ， 
Y 中 的 收敛 是 点 态 收 敛 !1) ,只 要 取出 一 个 子 列 {zx。} ,使 得 它 在 每 点 1 € 4 收敛 . 
因 4 是 可 数 集 , 故 所 要 子 列 的 选择 由 传统 的 对 角 线 法 完成 : 令 4= {i}, 取 {zz,} 
的 子 列 {z!}, 使 {ziG)) 收敛 ;然后 取 {xz}) 的 子 列 {zx?}, 使 (2 收 伍 ,， 
如 此 得 到 一 系列 子 列 {z+} ,k = 1,2,…，, 其 对 角 线 序列 {zx} 就 是 {x,} 的 一 个 子 
列 , 它 在 每 点 去 收敛 

以 上 例子 表明 , 紧 性 与 序列 紧 性 是 不 可 比较 的 ， 

(iii) 非 可 数 紧 的 聚 点 紧 空间 . 取 XX = N, 其 中 的 拓扑 = 由 拓扑 基 
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B= {2n— 1n}:n€N)} 

生成 , 今 说 明 (X,r) 就 是 非 可 数 紧 的 聚 点 紧 空 间 . 多 显然 是 X 的 一 个 可 数 开 覆 
盖 , 它 并 无 有 限 子 覆盖 ,因此 XX 不 是 可 数 紧 的 . 其 次 , 任 给 非 空 集 4CX, 若 4 含 
有 奇数 2 一 1, 则 必 有 2n € A'; 车 4 含有 偶数 2n, 则 2n 一 1E€ A'. 故 总 有 和 A 
关 信 ,因此 XX 是 聚 点 紧 空 间 . 

注意 ,上 例 中 的 空间 X 不 是 T, 空间 ,这 是 自然 的 . 

D. 局 部 紧 性 

紧 拓扑 空间 并 不 特别 具有 普遍 性 , 举 出 非 紧 空 间 的 例子 易如反掌 ;你 所 最 熟 
知 的 Euclid 空间 R" 就 不 是 紧 空间 ! 不 过 ,对 于 局 部 问题 ,只 要 有 某 种 “局 部 紧 
性 ”, 就 同样 能 充分 发 挥 紧 集 及 “ 紧 性 论证 ”的 作用 . 局 部 紧 空 间 的 定义 是 很 简单 
的 . 

3.2.12 定 义 设 XX 是 一 拓扑 空间 .车 X 中 每 点 有 一 紧邻 域 , 则 称 XX 为 局 部 
紧 空 间 . 

从 应 用 方便 的 角度 考虑 ,通常 将 T, 分 离 性 与 局 部 紧 性 结合 起 来 ,以 LCH 记 
局 部 紧 Hausdorff 空间 (参看 定义 3. 1. 1). 与 一 般 局 部 紧 空 间 比 较 ,LCH 有 更 好 
的 性 质 , 且 又 不 失 普 记性 :LCH 在 应 用 中 极为 常见 ,如 R" 的 开 ( 或 闭 ) 子 空间 均 
为 LCH ;在 现代 数学 中 处 于 重要 地 位 的 (有 限 维 ) 拓 扑 流 形 也 是 LCH. 因此 ,不 妨 
将 下 面 的 讨论 限于 对 LCH 进行 . 

LCH 具有 一 系列 良好 的 性 质 , 其 中 一 些 最 基本 的 性 质 概括 在 以 下 两 个 定理 
中 . 

3.2.13 定 理 设 X 是 LCH, 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) X 有 由 相对 紧 开 集 构成 的 拓扑 基 ; 

(ii) 和 中 每 点 有 一 紧邻 域 ( 或 相对 紧 开 邻 域 ) 基 ; 

(iii) X 有 由 相对 紧 余 零 集 构成 的 拓扑 基 . 

证 显然 (ii) 一 (0); 注 意 到 (iii) 人 全 正则 性 (用 定理 3. 1. 12), 知 由 (iiiy 与 (i) 
可 推出 (ii), 故 只 要 证 (iii). 为 此 只 要 证 , 任 给 zE XX 与 zx 的 开 邻 域 V, 存在 相对 
紧 的 余 零 集 U, 使 得 x EU CV. 由 局 部 紧 性 , x 有 一 紧邻 域 B. B 作为 X 的 子 
空间 是 正规 的 (用 定理 3.2.7). 令 W=V 人 NB", 则 W 是 z 的 开 邻 域 且 WCB. 
由 B 的 正规 性 ,有 f/f € C(B), 使 得 {zx} << f 到 W (用 定理 3.1.16(iv)). 补充 定 
义 flB ==0, 则 IW = 0,fIW' 与 11B 均 连续 ,而 BUW=XX,B 与 Wr' 均 为 
闭 集 , 故 f € CC(X) (用 拼接 引 理 2.3.4). 令 U = {1 > 17/2)}，, 则 

TEUCWCV, UCwWCDB, 

这 表明 U 是 工 的 邻 域 且 为 相对 紧 余 零 集 ( 用 引 理 3.1.9 与 定理 3.2.4(i)),U 即 
合 于 所 求 . 口 

已 证 定理 表明 ,LCH 中 每 点 不 仅 有 紧邻 域 , 而 且 有 “任意 小 ”的 紧邻 域 . 这 一 
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事实 对 于 LCH 的 应 用 是 关键 的 . 解释 定理 3. 2. 13 的 最 直观 的 例子 是 R", 熟知 它 
有 如 下 拓扑 基 ( 参 看 2. 1D): 
B= {Br :TER',0<rE R}. 
其 中 的 B,(x) 显然 为 相对 紧 开 集 . B,(x) 也 是 余 零 集 . 令 
Go = ly 一 zl| (|z| 依 2.1 节 式 (26))， 
则 了 ECR"),B,(z) = {f 二 r}. 对 每 个 x E R"， 
{B,(z) :r+ > 0} 
显然 是 zx 的 一 个 紧邻 域 基 . 从 以 上 说 明 所 获得 的 直观 印象 ,对 于 理解 一 般 的 
LCH 将 很 有 助 益 . 

定理 3. 2. 13 的 一 个 重要 推论 是 :LCH 是 全 正则 空间 , 且 局 部 是 正规 的 ( 即 
其 中 每 点 有 一 邻 域 作为 子 空间 是 正规 的 ). 因此 ,对 LCH 可 应 用 3. 1C 中 的 所 有 
结论 ,而 在 局 部 则 可 应 用 3. 1D 中 的 结论 . 在 一 定 意义 上 ,下 面 的 定理 3. 2. 14 正 
是 应 用 3. 1 节 中 相关 定理 的 结果 . 如 同 定理 3. 2. 7 一 样 , 定 理 3. 2. 13 也 可 作为 说 
明 “ 用 紧 性 加 强 分 离 性 ”的 典型 例子 . 

3.2.14 定 理 设 关 是 LCH, 4 CX 是 一 非 空 紧 集 , 则 以 下 结论 成 立 . 

(i)ACCBCX 过 > 存在 紧 集 KK, 使 得 4CCKCC RE. 

(ii) 车 BCX 是 与 4 不 相交 的 非 空 闻 集 , 则 4 与 B 可 用 某 个 fE Co(CX) 分 
离 ,其 中 

Co(X) 二 {有 € C(X) : suppy 为 紧 集 }. (1) 
di)ACCBCX=>IfAEC(X), 使 得 4 过 f/f<B. 

(iv) 车 AE€ CC4), 则 了 可 扩张 为 某 个 g € Co(X)， 使 得 

上 fla== 上 gl (记号 依 3.1 节 式 (10)). (2) 

有 趣 的 是 ,以 上 结论 与 定理 3.1.16 中 的 Gi)~(v) 几 乎 完全 一 致 ,只 是 很 定 
了 4 为 紧 集 , 且 以 CoCX) 取代 了 CCX) (这 就 更 加 强 了 结论 ). 其 次 也 不 难看 出 ， 
对 于 T; 空间 和 成 为 LCH ,定理 3. 2. 14 中 的 (i)~(iv) 每 条 都 是 充分 的 ,因而 定理 
3.2.14 实际 上 给 出 了 LCH 的 一 系列 等 价 刻画 . 因为 已 有 定理 3.1.16 及 紧 性 条 
件 可 用 ,本 定理 的 证 明 已 不 像 定 理 3. 1. 16 那么 艰难 了 . 

证 (i) 设 ACCBCX.YzrzE A4, 取 的 紧邻 域 尺 ,CC B* (用 定理 
3.2.13(ii)). 因 (天 :ZE A} 是 紧 集 4 的 开 覆 盖 , 故 有 有 限 个 xz; € 4, 使 得 
ACUK°,. 令 KK 二 UK,, 则 KK 是 紧 集 ， 

ACU KC(UK.)=K*CKCB., 
即 4ACCKCCB, 故 KK 合 于 所 求 . 

(i) 因 4 CB, 故 由 已 证 结论 (1) 有 紧 集 KK, 使 得 4CCCKCB. 因 KK 作 

为 叉 的 子 空间 是 正规 的 , 故 由 定理 3.1.16(iv) 有 /EC(K), 使 得 4<f<K.. 
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补充 定义 IK = 0, 则 如 同 定理 3. 2. 13 之 证 有 ff€CCX),f(4)=1,f(B) = 
0, 可见 卫 分离 4 与 有 8. 由 suppf CK 知 suppf 作为 人 的 闭 子 集 是 紧 集 ,因此 
f € CX). 
Giii) 的 证 明 几 乎 与 (让 )) 的 证 法 一 样 ,不 必 重 复 . 
(iv) 取 B== 针 用 已 证 的 G), 得 出 紧 集 KK, 使 得 4CCK*. 由 (ii) 有 PE 
C(X), 使 得 4 < 9? 愉 天 . 对 正规 空间 天 用 定理 3. 1. 16(Cv) ,可 设 上 E CCK)， 
| fl 一 fx 定义 
_ jx)f(r), xr EK, 
“lo, rE€K’, 
则 g|K 与 g1K” 均 连 续 , 因 而 由 拼接 引 理 有 gg E C(X); 由 
supp g Csupp CK 
知 g € ClX). 显然 g14 = f14, 且 式 (2) 成 立 , 故 g 是 所 要 求 的 扩张 . 口 
定理 3. 2. 14 是 一 个 极 有 价值 的 结果 , 它 广泛 应 用 于 LCH 上 涉及 连续 函数 
的 论证 ,尤其 用 于 连续 函数 的 截断 与 构成 . 在 这 一 点 上 LCH 不 仅 类 似 于 正规 空 
间 , 而 且 以 ColX) 取代 CCX), 其 意义 特别 重大 . f € Co(CX) 可 解释 为 f 在 无 穷 
远 点 邻近 为 零 ,在 建立 定理 3. 2. 17 后 意义 更 为 清楚 . 在 一 定 程度 上 可 以 说 , 正 因 
为 有 定理 3. 2. 14 这 样 的 便于 应 用 的 结果 , 才 使 得 LCH 在 现代 分 析 中 处 于 特别 
重要 的 地 位 . 简 言 之 , 唯 有 在 LCH 上 才能 展开 较 丰 富 的 分 析 学 . 
顺便 指出 ,拓扑 向 量 空间 理论 中 的 一 基本 结果 是 :一 拓扑 向 量 空间 是 LCH 
当 且 仅 当 它 是 有 限 维 的 . 因此 ,有 限 维 拓扑 向 量 空间 与 无 限 维 拓扑 向 量 空间 在 性 
质 上 的 巨大 差别 ,在 一 定 程度 上 正 是 源 于 LCH 与 非 LCH 的 深刻 差别 . 
为 给 出 定理 3. 2. 14 的 一 定 直 观 解 释 ,你 仍 应 想起 R" 这 个 熟悉 的 例子 . 设 
4CCR" 是 一 紧 集 , 即 有 界 闭 集 . 若 4CCBECR", 则 4CB", 用例 3.2.6 中 的 
方法 可 以 说 明 d(A,B”*) 会 3r 二 0. 令 
K= {rE€R’:d(zr,A) <r}, 
人 = {rER':d(r,A) < 2}, 
则 天, 工 为 闭 集 ( 依 例 2.2.5(Civ)), 且 必定 有 界 ( 试 证 之 !) ,因而 均 为 紧 集 . 其 次 显 
然 有 天 忆 L ,LC B°, 因而 (参看 图 3-7) 
ACCKCCLCB’,, 
KK 正 是 定理 3. 2.14(i) 所 断言 存在 的 集 . 定义 


dl(zr;K°’) 
f(T) = Fr A) | dR 


VzE4yE 天 ,有 dry) 之 dy 4) > (用 式 (3)), 从 而 dz 天 7 之 >0， 
这 表明 式 (4) 的 分 母 恒 大 于 零 ,因此 f € CCR"). 其 次 显然 /(4) = 1,f(K') = 
0, 从 而 suppf CLCB", 故 有 EC《R"),A 人 ff<B. 由 此 可 见 ,在 X= R" 


g(x) 


(3) 


(zx € BR"). (4) 
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这 种 特殊 情况 下 ,定理 3. 2. 14(iii) 中 的 上 可 由 一 直接 构造 得 出 . 

R* 可 用 一 紧 集 的 升 列 所 覆盖 ,例如 闭 球 的 升 列 (B.(0) : n EN) 显然 就 春 
盖 R*. 这 一 性 质 并 不 为 所 有 LCH 所 具有 ,但 为 第 二 可 数 的 LCH 所 具有 . 

3. 2. 15 定理 设 X 是 一 个 第 二 可 数 的 LCH, 则 存在 紧 集 的 升 列 《天 ,}, 使 得 

(DX=UK,; 

(ii) K, C Kn(Vn € N). 

证 取 可 数 个 相对 紧 开 集 U,(n € N) 组 成 X 的 拓扑 基 ( 用 定理 3. 2. 13G) 与 
定理 2. 4. 6(ii)). 令 KK = 二 吕 . 因 {U0,:n€N}) 是 紧 集 KK 的 开 和 覆盖 , 故 有 i 之 1， 
使 得 民 CU AT 令 民 ;= 二 V,,…，, 如 此 继续 ,得 到 1 过 记 之 … < 之 i 之 …， 
使 得 

Ks CVU = V,, Ks = Vn 23 
{KK,} 显然 是 紧 集 的 升 列 . VY x E 和 X,z 必 会 于 某 个 LU 因而 当 i, 之 i 时 zkK,， 
及 二 UK,. 由 天 , 与 了 ,的 构成 有 
K, CVrinCKR’, (neE€EN),, 
故 {K,} 合 于 定理 要 求 . 口 

上 述 定 理 中 所 述 的 紧 集 列 {K,} 称 为 和 中 紧 
集 的 穷 竟 序列 , 它 就 如 R* 中 的 球 列 {B,(0): 
n EN 一样, 随 着 ” 增 大 至 无 穷 , 逐 渐 填 满 全 空 
间 . 有 趣 的 是 ,即使 对 于 R* 中 的 真 开 子 集 20, 亦 可 
直接 构造 出 其 中 紧 集 的 穷竭 序列 (参看 图 3-8) : 

K,= {rE R':d(r,a0) 守 1/n,|z| 1} 
(n € N). (5) 
天 , 显然 是 有 界 闭 集 ,因而 是 紧 集 ; 
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天 CtzEDidza2)>>1/0 十 ,zl 天 十 1)C Kn. 
Yr EQ, 当 nn 充分 大 时 有 d(x,302) 之 lm,lzl 委 ”2 因而 x € KK,. 这 表明 
2 二 UK,. 上面 构成 的 天。 固然 是 有 趣 的 ,但 不 妨 指出 ,在 理论 分 析 中 , 天 , 的 具 
体 构成 并 不 总 是 重要 的 . 

对 于 LCH, 以 下 不 变性 结果 与 定理 3. 2.4 颇 不 相同 . 、 

3.2.16 定理 ” (Gi) LCH 是 开 遗 传 与 闭 遗 传 的 , 即 LCH 的 开 子 空间 与 闭 子 空 
间 均 为 LCH. 

Gii) 设 关 是 拓扑 空间 XX;(i € 7) 的 积 空间 , 则 XX 是 LCH 后 每 个 X, 是 LCH,， 
且 除 至 多 有 限 个 例外 , X; 是 紧 空 间 .因此 ,LCH 是 有 限 可 乘 的 . 

Gii) 设 叉 是 LCH,Y 了 是 Ts 空间 ,FF : 义 一 Y 是 连续 开 满 射 , 则 Y 是 LCH. 

证 考虑 到 T, 分 离 性 是 遗传 的 与 可 乘 的 ,而 对 了 有 T;* 假设 ,因此 在 下 面 证 
明 中 无 需 考虑 T: 分 离 性 . 

(i) 设 和 是 LCH,zESCX. 若 SS 是 开 子 空间 , 则 由 定理 3.2.13(ii) 有 z 的 
紧邻 域 V, 使 六 CS,V 亦 为 x 在 S 中 的 紧邻 域 . 若 $ 是 闭 子 空间 , 取 z 的 紧邻 域 
克 , 则 S 门 矿 是 zz 在 S 中 的 紧邻 域 ( 用 命题 2. 3. 2(iii) 与 定理 3. 2. 4(D). 因此 ,在 
两 种 情况 下 S 均 为 LCH. 

Gii) 首先 设 久 是 LCH. 利用 将 在 下 面 证 明 的 结论 (iii) , 知 每 个 成 是 LCH. 在 
和 中 取 一 非 空 的 相对 紧 开 集 (用 定理 3. 2.13(i),VY 必 会 形 如 2. 3 节 式 (11) 的 
基 开 集 . 于 是 除去 某 个 有 限 集 { 1 CI 之 外 ,对 于 EI 有 

X, = PV = PV, 
其 中 已 ,是 投影 ;由 了 为 紧 集 推出 如 上 的 XX; 是 紧 空间 .反之 , 设 每 个 X; 为 LCH,， 
且 至 多 除去 有 限 多 个 例外 六 ;是 紧 空 间 , 则 不 妨 设 T= {1,2,…,n} (用 Tychonoff 
定理 与 2.4 节 式 (2)). 任 给 z= (xi) EX, 取 zi; 在 X; 中 的 紧邻 域 V;, 则 [| Vi 是 
z 的 紧邻 域 ( 用 Tychonoff 定理 与 命题 2. 3. 7(ii)), 因 而 X 是 LCH. 

Gii) 任 给 yEY, 取 zzEX 使 Fr 二 y; 取 xz 的 紧邻 域 4, 则 FA 是 y 的 紧 
邻 域 (用 定理 2. 2.8(iii) 与 定理 3. 2. 4(iii)). 因此 Y 是 LCH. 口 

利用 定理 3. 2. 16 ,我 们 可 写 出 一 大 批 LCH 的 例子 .例如 : 

(i) R" 的 任何 开 子 空间 与 闭 子 空间 (并 不 要 求 有 界 ), 其 中 包括 N 这 样 的 离 
散 子 空 间 . 

Qi》 紧 方 体 J*(J 是 闭 区 间 ) 的 任何 开 子 空间 . 

(iii) 诸如 S51 XR,S XR"T" x R 的 乘积 空间 . 

另 一 方面 ,应 用 定理 3. 2. 16(ii) 也 可 推出 , 当 121| 之 ww 时 R? 不 是 LCH. 这 一 
事实 似乎 暗含 了 这 样 的 结论 :无 限 维 空间 不 是 LCH. 但 在 本 书 的 框架 内 ,这 一 结 
论 并 不 能 获得 确切 的 含义 ,尽管 我 们 已 顺便 提 到 ,无 限 维 拓扑 向 量 空 间 确 非 
LCH. 
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前 面 已 多 次 利用 R" 这 个 简单 模型 引出 LCH 
中 的 适当 结论 . 现在 我 们 来 注意 R"“ 变 成 ” 紧 空 
间 的 一 种 简单 方法 ,最 好 用 一 维 情况 来 作 说 明 . Re 
如 图 3-9 所 示 ,如果 在 R 上 附加 一 个 oo 点 ,就 得 
到 一 个 紧 空 间 Rw;oo 在 R- 中 的 一 个 邻 域 基 由 
所 有 闭 区 间 在 R。 中 的 补 集 组 成 . 类 似 的 构造 可 一 tr 人 
用 到 任何 LCH ,得 到 如 下 的 重要 定理 . 

3. 2.17 定理 设 X 是 一 个 非 紧 的 LCH, oo 
是 一 个 不 在 XX 中 的 元 , 令 XX 二 XU {oo}， 

rt =rtxU (XA\K:KCX 为 紧 集 }. (6) 
则 ( 久 ,rw) 是 一 个 紧 T, 空间 , 它 以 X 为 稠密 的 开 子 空间 . 

如 上 的 (X。,rtw) 在 同 胚 的 意义 上 是 唯一 的 , 称 为 X 的 一 点 紧 化 ,或 
Alexandrov 紧 化 . 它 是 由 俄罗斯 数学 家 Alexandrov(1924) 首 先 考虑 的 . X。 中 的 
附加 点 记 为 co, 这 一 点 并 无 本 质 意义 . 

证 “容易 验 知 + 满足 开 集 公 理 , 因 而 是 X- 上 的 一 个 拓扑 .下 面 以 X- 记 
(X。,r). 任 给 紧 集 天 所 和 ,有 和 站 (XeAKR) 一 XNAErx， 由 此 看 出 rx 是 rz 
在 和 中 的 相对 拓扑 . 因 rz Cre， 故 和 是 X。 的 开 子 空间 . 任 给 紧 集 K CX， 
X.-K 是 co 在 X。 中 的 开 邻 域 ; 因 又 非 紧 , 必 天 天 和 ,从 而 (X- KR) 站 和 X 天 从 ， 
可 见 关 在 义 中 稠密 . 因 rx Cr ,X 中 任 一 对 相 异 点 在 和 X。 中 显然 也 是 邻 域 分 
离 的 . 任 给 zEX, 取 工 在 X 中 的 紧邻 域 玉 , 则 天 与 X-NKA 在 X- 中 分 离 点 工 与 
oo. 因此 XX 是 T, 空间 . 若 -x CT 覆盖 久 ,, 则 必 有 A 二 X。\KEx,KCX 
为 紧 集 . KK 也 是 X- 中 的 紧 集 ,因而 有 有 限 族 多 C x, 使 得 KC 名 * ,于 是 
多 U {4}) 是 -wx 的 有 限 子 覆盖 , 故 X- 是 紧 空 间 . 口 

今后 总 用 XX 表示 XX 的 一 点 紧 化 . 

从 常识 的 眼光 看 来 ,一 点 紧 化 构造 中 唯一 让 人 感到 不 很 踏实 的 是 ,附加 的 
co 究竟 为 何 物 ? 它 是 实在 的 ,还 是 一 种 虚拟 ? 如 果 你 不 喜欢 它 , 通 常 有 很 简单 的 
办 法 避 开 它 . 设 和 与 X- 依 定 理 3. 2. 17. 若 存在 拓扑 府 人 

F:X—Y= FXU {2}, 

其 中 Y 是 一 紧 T, 空间 ,8 EFX,FX 一 了, 补充 定义 FCoo) = 二 5b, 则 必 尺 :X- 位 
Y, 因而 在 实质 上 Y 就 是 XX 的 一 点 紧 化 . 

用 两 个 简单 例子 来 作 说 明 . 

3.2.18 例 GQ) 设 5! 依 2.3 节 式 (21), 则 

ff:R->S!, x->exp(2i arctan zx) 

是 一 拓扑 能 和 人 , 且 - 
S = f(R)U {— 1} = 7(R), 
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故 $ 是 R 的 一 点 紧 化 . 
(ii) 设 
SS" = {r= (riyra Tt) EE Rt: |zr| = 1}, 

以 二 (0,…,0,1) 记 5" 的 北极 ;认定 R= R" Xx {0} CR 任 给 ZTE€5"\(p}， 
从 到 工 的 射线 交 R" 于 唯一 点 y,y 必 可 表 为 

y= Ap 二 (1 Vz. (6) 
式 (6) 两 端的 第 十 1 个 坐标 分 别 为 0 与 4 十 (1 一 办 zo, 由 此 解 出 4, 然后 代入 
式 (6) 得 


> 二 本 一 志 (7) 
另 一 方面 ,对 任 给 y € R”", 从 式 (7) 可 唯一 地 解 出 
T= (lo Zi+1)y 十 ririp. (8) 
注意 到 yy 与 p 正 交 , |7x| = 1, 由 式 (8) 得 
1 一 (] zr) lyl + xin. 
由 此 解 出 (注意 xii 二 1) 
zti = (yo 1)/(yl 1); 
然后 代入 式 (8) 得 
z=2 二 9- Dp (9) 
综合 式 (7) 与 式 (9) 得 出 结论 : 
F: SN) > Rr 


是 一 个 同 胚 , 它 就 是 所 谓 球 极 投影 . 由 此 又 推出 , F ' : R" 一 5S" 是 一 拓扑 租 入 . 
因 5" 是 一 紧 T, 空间 , S~\{p) 二 5S", 故 5S* 是 R" 的 一 点 紧 化 .特别 , 5S 是 Ri( 衬 C) 
的 一 点 紧 化 , 它 通常 称 为 Riemann 球面 ,在 复 分 析 中 起 重要 作用 , 

从 上 面 构 成 的 映射 下 来 看 ,点 p 恰 对 应 (R")w 的 ce 点 .应 注意 的 是 ,在 


S”" 上 并 无 任何 异常 之 处 ,以 5S" 上 其 他 任何 点 取代 作为 (R")- 的 ce 点 , 亦 无 不 
可 . 


3.3 连通 性 


在 最 初步 理解 的 意义 上 ,我 们 曾 将 紧 集 比拟 为 类 似 于 闭 区 间 的 集 , 因 正 是 对 
闭 区 间 首 先 建立 了 有 限 覆 盖 定 理 . 不 过 ,即使 在 实 直线 上 , 闭 区 间 与 其 他 紧 集 ( 例 
如 Cantor 集 ) 也 可 能 差别 其 大. 这 就 毫 不 奇怪 ,基于 闭 区 间 的 一 些 经 典 定 理 ( 例 
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如 介 值 定理 ), 并 不 能 推广 到 一 般 紧 空 间 上 . 从 直观 上 看 ,区 间 还 有 一 个 未 曾 注意 
到 的 明显 特点 , 即 “ 连 成 一 片 ”或 连绵 不 断 ”. 现在 就 来 给 出 它 的 拓扑 表述 ,具有 
这 种 性 质 的 拓扑 空间 就 是 连通 空间 . 连通 性 无 疑 是 最 具 几 何 色彩 的 拓扑 性 质 之 
一 ,因而 特别 值得 关注 . 

A. 连通 空间 与 连通 集 

3.3.1 定 义 设 和 是 一 拓扑 空间 . 若 存在 分 解 ， 

X=AUB, GA,BEr, ANB=Y, GD) 

则 说 和 是 隔断 的 . 当 X 非 隔断 ( 即 形 如 式 (1) 的 分 解 不 存在 ) 时 , 称 X 为 连通 空 
间 . 车 4 CC X 作为 子 空 间 是 连通 的 , 则 称 4 为 X 的 连通 子 集 ,简称 为 连通 集 . 

依据 相对 拓扑 的 构成 (参考 定义 2. 3. 1), 可 将 4 C X 为 连通 集 的 条 件 直接 
表述 为 不 存在 4 的 如 下 开 覆 盖 (U,V): 

ACUUV, ANMNUz¥GzANMNTY, 
U,VErx, ANMNUNV=Y. 

注意 ,在 “连通 集 就 是 连通 子 空间 ”这 一 点 上 ,连通 集 与 紧 集 是 相同 的 . 

从 逻辑 上 看 ,条 件 (1) 已 十 分 清楚 了 , 它 可 表述 为 : X 被 分 解 为 两 个 非 空 开 
集 的 不 交 并 . 因此 , X 是 连通 空间 意味 着 它 不 能 分 解 为 两 个 非 空 开 集 的 不 交 并 . 
尽管 如 此 ,我 们 却 不 很 清楚 如 何 运用 定义 3. 3. 1 来 判定 拓扑 空间 及 其 子 集 的 连 
通 性 ,即使 判定 一 实 区 间 的 连通 性 也 会 遇 到 困难 (你 不 妨 试 试看 1). 问题 在 于 , 定 
义 3. 3.1 中 的 连通 性 条 件 是 一 个 否定 陈述 :不 存在 形 如 式 (1) 的 分 解 ,而 要 严格 
排除 某 种 对 象 的 存在 性 ,通常 未 必 容 易 . 与 此 相反 , 若 要 肯定 某 种 对 象 存在 , 则 只 
要 能 举 出 一 个 特例 就 够 了 . 因此 ,用 条 件 (1)? 来 判定 不 连通 或 隔断 性 ,看 来 要 容易 
些 . 例如 ,我 们 可 立即 断定 ,至 少 含 两 个 点 的 离散 拓扑 空间 是 不 连通 的 ; 
X = [0,1) U (1,2) 是 不 连通 的 ; n 阶 实 可 逆 矩 阵 所 构成 的 空间 也 是 不 连通 的 . 
最 后 这 个 结论 的 证 明 如 下 :以 R” 记 阶 实 矩 阵 之 全 体 , 它 作为 拓扑 空间 等 同 
于 R". 令 


(2) 


X= {AE RY":det A 0}, 
U= {A€ RY":det A > 0), 
V= {AE Rx":det A < o0). 
因 A 一 det 4 显然 是 R”” 上 的 连续 函数 , 故 U 与 V 均 为 R"*" 的 开 子 集 ( 用 推论 
2.2.4). XX 二 UUV 就 是 一 个 形 如 式 (1) 的 分 解 ,因此 X 是 不 连通 的 . 
然而 ,对 连通 性 作出 肯定 判断 毕竟 是 我 们 更 感 兴趣 的 事情 . 依据 已 有 的 经 
验 , 如 果 定 义 所 给 的 条 件 不 便于 用 作 判 据 , 就 应 寻求 其 他 等 价 条 件 . 对 于 不 连通 
性 ,我 们 不 难 立即 写 出 它 的 一 系列 等 价 条 件 : 
(GD X 可 分 解 为 两 个 非 空 闻 集 的 不 交 并 ， 
Gii) X 有 既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 ; 
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(iii) 了 有 无 边界 点 的 非 空 真子 集 . 

注意 到 对 任 给 A CX, 有 34 = 4N4"( 依 2.1 节 式 (17)), 因 而 
234 二 各 名 有 = Ah° 避 A 既 开 又 闭 ， 

条 件 (D 一 (iii) 均 等 价 于 分 解 式 (1) 存 在 是 显然 的 . 不 过 ,通过 否定 条 件 (i) ~ (iii) 
中 的 任何 一 个 来 判定 和 连通 ,看 来 是 同样 不 容易 的 . 可 庆幸 的 是 ,对 于 连通 性 有 
一 个 用 肯定 陈述 表达 的 等 价 刻画 ,从 形式 上 看 , 它 与 前 面 已 给 出 的 刻画 似乎 是 相 
去 甚 远 的 . 

3. 3.2 定理 ”拓扑 空间 X 是 连通 的 局 YVY f E€ C(X),f(X) 是 一 个 区 间 . 

注意 此 处 所 说 的 区 间 包 插 [a,6j, (a,6j],(a,6),[a,6)( 一 品 寺 a 寺 bo0) 
诸 形式 ,也 包括 仅 含 一 点 的 退化 情形 . 实际 上 ,对 区 间 有 一 个 严格 定义 : 集 J 了 CR 
为 区 间 扰 Va,6E Je 委 8, 有 [8C7 这 意味 着 R 上 的 区 间 就 是 凸 集 ! 

证 若 存在 /ECCX), 使 得 A(X) 不 是 区 间 , 则 必 有 0a,pB E f(X),a < 二 8B， 
使 得 La,B8] 天 f(X), 因而 有 7 € (a,B)\J(X). 于 是 

X= {f/f<r}U {f/f>r) 

就 是 一 个 满足 条 件 (1) 的 分 解 , 因 而 区 不 是 连通 空间 . 反之 , 若 XX 是 不 连通 的 , 则 
有 一 个 如 式 (1) 的 分 解 存在 . 令 f= 二 xX; 则 必定 / E CC(X) (用 例 2.2.5(ii))， 而 
A(X) = {0,1}) 不 是 区 间 . 口 

以 上 证 明 的 一 个 附带 收获 就 是 得 到 了 以 下 结论 . 

XX 不 连通 马 存在 E€ CC(X), 使 得 f(X) = {0,1). 

试 回 想 一 下 ,分 析 中 的 介 值 定理 无 非 是 说 :定义 于 区 间 上 的 实 连续 函数 的 值 
域 是 一 个 区 间 . 以 此 与 定理 3. 3. 2 相对 照 ,现在 我 们 可 以 说 ,连通 空间 正 是 对 其 
上 的 连续 函数 成 立 介 值 定理 的 拓扑 空间 . 经 典 的 介 值 定理 只 不 过 是 断定 实 区 间 
必 为 连通 集 而 已 . 这 就 解决 了 我 们 早已 提出 的 问题 :将 介 值 定理 推广 于 拓扑 空间 
上 的 连续 函数 . 为 行文 方便 ,下 面 称 定理 3. 3. 2 中 的 条 件 为 对 连通 性 的 介 值 性 刻 
加 |. 

将 定理 3. 3.2 用 到 拓扑 空间 X 的 任 一 非 空子 集 4 得 到 : 4 是 连通 集 全 
Yf EC(A),f(4) 是 一 区 间 . 注意 这 与 对 XX 连通 性 的 刻画 ,即使 在 形式 上 也 没 
有 什么 区 别 . 

现在 的 问题 是 应 用 定理 3. 3. 2 来 判定 连通 性 是 否 有 效 .不妨 说 ,对 于 一 个 其 
结构 尚未 充分 曾 明 的 空间 ,无 论 用 哪个 条 件 来 判定 其 连通 性 都 不 会 是 件 容 易 的 
事 . 但 如 果 已 知 某 个 集 (或 空间 ) 是 由 已 知 的 连通 集 ( 或 连通 空间 ) 循 一 定 途径 构 
成 的 , 则 运用 定理 3. 3. 2 来 判定 其 连通 性 通常 是 方便 的 . 下 面 的 结果 足以 说 明 这 

3. 3.3 定理 ” (i) 设 A;CCXGE 了) 是 一 族 连 通 集 .车 存在 连通 集 4AC 必 X 与 
每 个 A,(i € 1) 相交 , 则 A UC(U 4;) 是 连通 集 . 特别 ,车 们 4; 关 人 ,; 则 U4; 是 
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连通 集 , 即 有 公共 点 的 连通 集 的 并 是 连通 集 . 

(ii) 设 A CX 是 连通 集 , 4 CC BC 有 A, 则 B 是 连通 集 .特别 ,连通 集 的 闭 包 
是 连通 集 . 

Gii) 设立 是 拓扑 空间 X;(i € 7) 的 积 空 间 , 则 X 是 连通 空间 忆 每 个 X; 是 连 
通 的 . 因此 ,连通 性 是 可 乘 的 . 

(iv) 连通 性 在 连续 映射 下 保持 不 变 , 即 若 下 E C(X,Y),X 是 连通 空间 , 则 
FX 是 Y 中 的 连通 集 . 

证 (i) 令 U=AU(U 4). 任 给 /E€CU), 只 要 证 (UV) 是 一 区 间 ( 用 
定理 3.3.2). 令 J 二 了 (4),Ji== 了 (4)), 则 J 与 Ji(i € 7) 均 为 区 间 , 且 J 人 Nn J 关 
GB(Y i E€ 7 了 ). 为 证 

f(U)=JU (UJ) 
是 区 间 , 只 要 对 任 给 a,B € f(U),a < 之 B, 证 [a,B] CfAU). 分 别 对 a,B € J， 
a EJBE J 有 有 aE Ji,B EJ(i Fj) 这 几 种 情况 进行 讨论 ,结论 是 明显 的 ,其 
细节 不 必 著 述 . 

(让 设 AECCB), 则 J = 了 (4) 与 7 都 是 区 间 . 4 在 B 中 的 相对 闭 包 = B 
门 4 = B (用 命题 2.3.2(v)), 于 是 

J Cf(B) CF 了 OA) = 了， (用 定理 2.2.3(vi)) 
这 推出 /(B) 为 区 间 . 因此 B 是 连通 集 . 

(iii) 若 和 是 连通 空间 , 则 由 下 面 就 要 证 明 的 (iv) 知 Xi(i € 7) 均 为 连通 空 

间 . 为 证 逆 命 题 ,首先 指出 : 若 X,7 是 连通 空间 , 取 定 ze E 六 , 则 利用 
XXY= (zx) XY) U (UXX {?)) 〈( 见 图 3-10) 


与 已 证 的 (i) 得 出 X X 了 为 连通 空间 . 由 此 进而 推出 ,有 限 个 连通 空间 的 积 空间 
是 连通 空间 . 现在 设 每 个 XiG € 7) 是 连通 的 ,而 非 连通 , 今 由 此 推出 矛盾 . 取 
fAEC(X), 使 f(X) = {0,1). 因 广 1(0) 与 广 !(1) 均 为 非 空 开 集 , 故 有 有 限 集 
ta) CT 非 空 开 集 UV CC Xi (LI 委 上 二 四 ,使 得 
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N PRU.CfF0), NM PAV CA). (3) 
对 i E€ T\{i iss is) 取 定 XE Xi 则 


YA]Ix, x I (1X, 
类 一 1 i 天 一 1 


是 连通 的 , 且 (n Pa nY 震 纪 关 (ni Pr NY. 将 了 看 作 限定 在 连通 空 
间 Y 上 的 函数 , 它 仍然 是 连续 函数 ,但 其 值 域 为 {0,1} ,这 就 得 出 矛盾 . 

(iv) 任 给 ECCFX), 令 g 一 f。F, 则 g € CC(X), 于 是 由 XX 连通 知 
(FX) = glX) 是 一 个 区 间 . 这 表明 FX 是 连通 的 . [DD 

在 定理 3. 3. 3 的 证 明 中 ,我 们 有 意 尽 可 能 地 使 用 连通 集 的 介 值 性 刻画 ,以 凸 
显 “ 介 值 性 论证 ”的 优势 . 实际 效果 如 何 , 你 应 当 已 有 体会 . 

利用 定理 3. 3. 3, 可 从 少数 较 简 单 的 连通 集 出 发 ,构成 多 种 多 样 的 连通 集 . 这 
就 容易 获得 大 量 连 通 集 的 例子 .下 面 只 是 随手 写 出 的 一 些 例子 . 

(iD 方 体 J.J 是 任 一 区 间 ( 不 必 是 闭 区 间 ), 是 任 一 非 空 集 . 特别 , R* 是 连 
通 的 . 

(ii) S". 8" 可 看 作 R" 的 一 点 紧 化 (参看 例 3. 2. 18(ii)), 因 而 可 认为 8" = R” 
(用 定理 3. 2.17), 于 是 可 用 定理 3. 3. 2Gii). 

(iii) 乘积 S' X R,S" X S",T" 等 . 

(iv) Klein 瓶 与 投影 平面 . 二 者 都 是 了 X J 的 商 空 间 , 7 = [0,1] (参看 例 
2. 3. 11). 

(v) 连续 曲线 gC(J) CC XX. 此 处 PE CCI,X),J = [0,1]. 

以 上 结论 可 与 3. 2B 中 利用 定理 3. 2. 4 构成 紧 集 相对 照 . 

下 面 转向 连通 性 的 应 用 . 连通 性 概念 用 于 现代 数学 的 许多 领域 ,此 处 并 不 能 
作 什 么 概括 . 下面 只 是 例 举 两 类 颇 为 典型 的 应 用 ,二 者 所 循 思路 有 所 不 同 . | 

应 用 之 一 是 证 明 连 通 空间 XX 上 的 某 个 命题 了 成 立 , PP 既 可 以 是 一 条 拓扑 学 
命题 , 亦 可 能 表面 上 完全 不 涉及 拓扑 学 . 若 令 

A={rE€EX:P 在 x 成立 }， 

则 证 已 在 X 上 处 处 成 立 相当 于 判明 4 = X. 利用 XX 的 连通 性 ,只 需 验证 : 

(a) P 至少 在 一 点 ze E 和 成 立 (因而 4 天 人 ); 

(b) 阁 卫 在 z 成立, 则 PP 必 在 xz 邻近 成 立 ( 这 表明 4 是 开 集 ); 

(c) 车 PP 在 zx 不 成 立 , 则 了 必 在 zz 邻近 不 成 立 ( 即 4 是 开 集 ). 
显然 (a) 一 (c) 二 4A = 二 天 芒 P 了 在 关上 处 处 成 立 .对 这 种 论证 机 制 可 作 如 下 直观 
比喻 : 掉 进 连通 空间 的 一 滴水 倘 能 无 限制 地 向 周围 浸润 , 则 它 将 浸 遍 全 空间 ! 

以 上 证 明 模 式 也 容易 使 你 联想 到 数学 归纳 法 :为 证 某 命题 对 任何 ”E N 成 
立 , 只 要 验证 : 
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(a) 忆 对 2 一 1 成 立 ; 

(b) 若 己 对 某 个 za EN 成 立 , 则 必 对 十 1 成立. 
受 以 上 类 比 的 启发 ,不 妨 将 基于 连通 性 的 论证 也 看 作 一 种 特殊 形式 的 归纳 法 . 运 
用 这 种 方法 所 完成 的 一 些 证 明 , 简 洁 而 优美 ,颇具 吸引 力 . 下 面 看 两 个 简单 例子 . 

3.3.4 例 (i) 函数 为 常数 的 条 件 . 设 GCR” 是 一 区 域 ( 即 连通 开 集 ), f(x) 
是 定义 于 G 内 的 可 微 实 函 数 . 若 Vf(zx) = 0(Y x € 6G), 则 在 G 内 f(x) 三 
const. 

证 到 定 x。€G, 令 

A= {rE€EG: f(r) = f(x))}, 

只 需 证 4 = G. 证 明 由 以 下 三 个 标准 步骤 组 成 . 

(a) ze E 4, 这 是 平凡 的 . 

(b) 设 +E€4. 因 zx 是 G 的 内 点 , 故 有 rr 汪 >0, 使 得 B,(x)CG.YyEB,(z)， 
由 中 值 定理 有 

ff) — f(z) = Vf(r+ oy — x))(y 一 并 一 0， 

其 中 0 二 9 过 1. 这 推出 f(y) = f(x) = f(zxo), 因此 B,(x) CA. 

Cc) 设 zE CNM, 则 同 理 可 证 有 ->> 0 使 B(x) CG\A. 

综合 以 上 三 步 并 用 G 的 连通 性 ,得 4 = C. 

Gii) 解析 函数 的 唯一 性 . 设 G 是 复 平面 上 一 区 域 , f(z) 是 G 内 的 复 解析 函 
数 , Z 是 f(z) 的 零点 之 全 体 ,G 们 Z' 关 名 , 则 f(z) 志 0(z € 06). 

证 令 A4==G 们 2', 只 要 证 4 = G. 为 此 用 类 似 于 G) 的 步 又 . 

(a) 4A 关 六 已 作为 假设 . 

(b) 设 zE€ A, 则 zE€EG, 且 有 序列 (zi} CZ\z}, 使 得 z, 一 z. 取 >> 盖 0 充 
分 小 ,展开 f(r7) 为 军 级 数 : 


f(D) = Dalt—z) (|r—z|<r). 
以 r= zz 代入 并 令 & 一 oo 得 a。 一 0, 从 而 
f(r) 
TZ 
又 以 rz= 代入 并 令 k 王 oo, 得 a 二 0. 如 此 下 去 得 出 a, 二 0(Yn 之 0). 因此 
当 |r 一 z| < 之 r+ 时 f(r) = 0, 从 而 rE 4. 这 表明 4 是 开 集 ,因而 亦 是 6G 的 相对 
开 子 集 . . 
《c) 因 Z' 是 闭 集 , 故 4 是 G 中 的 相对 闭 集 ,从 而 G\A 是 G 的 相对 开 子 集 . 
综合 以 上 三 步 即 得 所 要 证 . 
连通 性 的 另 一 类 应 用 服务 于 拓扑 学 自身 的 目的 :用 于 判定 两 个 拓扑 空间 不 
辣 胚 . 车 :XX 衬 Y, 则 实现 XX 与 Y 中 的 连通 集 之 间 的 一 一 对 应 . 车 能 指出 X 


= >)a(r 一 2 (0<<|r 一 z| 去 7). 
n=1] 
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中 某 个 连通 集 在 任何 双 射 站 :XX 一 了 之 下 对 应 Y 中 的 不 连通 集 , 则 义 与 Y 必 不 
同 胚 . 以 下 例子 固然 简单 ,但 亦 颇 能 说 明 问 题 . 
3.3.5 例 G) R 不 能 同 胚 于 区 间 [a,%). 
证 设 /:ta,ce) 一 R 是 一 双 射 ,2 = f(a), 则 
R\{6} 一 《一 co,0) U (co) 是 不 连通 的 . 
另 一 方面 ,与 RN{2} 对 应 的 [a,coo)\{a} = (aco) 却 是 连通 的 , 故 了 必 非 同 胚 . 

(ii) R"(n 1) 不 能 同 胚 于 R. 

证 设 : R" 一 R 是 一 双 射 ,fF(0) = a, 则 R\{a) 是 不 连通 的 ,而 R"\{0} 
是 连通 的 (如 何 证 此 ?), 故 下 必 非 同 胚 . 

(iii) T2z( 一 5S! X S51) 不 同 胚 于 S57. 

证 设 :T?->5? 是 一 同 胚 , 则 它 将 T? 的 某 一 纬 线 C 映 成 S;+ 上 一 封闭 曲 
线 工 .7T\C 是 连通 的 ,但 5S*\L 却 不 连通 ,这 与 下 为 同 胚 矛盾 . 

对 于 判定 两 个 拓扑 空间 不 同 胚 ,在 第 5 章 将 给 出 更 系统 的 方法 . 在 一 定 意义 
上 ,这 些 方法 也 是 与 连通 性 有 关 的 . 这 一 事实 突出 表明 了 连通 性 的 重要 性 . 

B. 路 连通 性 

在 直觉 中 所 体验 到 的 连通 性 ,通常 与 “路 径 连 接 ” 这 样 的 印象 联系 在 一 起 . 从 
拓扑 学 的 观点 看 来 ,这 是 一 种 实质 上 更 强 的 连通 性 , 即 所 谓 路 连通 性 ,其 准确 定 
义 如 下 . 

3.3.6 定 义 设 J]= [0,1j. 车 pgE€C(J,X), 则 称 9 为 X 中 连接 点 0) 与 
9(1) 的 路 或 路 径 . 若 和 中 任 一 对 点 都 可 用 和 中 的 路 连接 , 则 称 X 为 路 连通 空间 
〈 亦 称 为 弧 连 通 空间 ). 若 4CX 作 为 子 空间 是 路 连通 的 , 则 称 4 为 路 连通 集 . 

以 下 是 与 定义 有 关 的 几 点 说 明 . 

(i) 依 定义 , 和 中 的 路 9 是 指 映射 PE C(J,X), 而 非 指 XX 的 子 集 9C7). 从 
对 路 或 连续 曲线 的 各 种 应 用 来 看 ,上 述 理解 是 合适 的 .不 过 从 直观 上 考虑 ,此 处 
并 不 刻意 去 强调 p 与 w(J) 的 区 别 . 

Gi) 以 任何 闭 区 间 取 代 J 二 [0,1j, 并 不 会 给 路 概念 带 来 实质 性 的 变化 . 约 
定 J 了 = [0,1], 只 是 为 了 方便 . 

(iii) 设 关 是 路 连通 的 , / E€ C(X),a,BE f(X). 取 a,6EX, 使 f(a)=a， 
f(6) 二 B; 取 X 中 的 路 9 连接 a 与 5. 令 g==f°。9, 则 g € C(J),g(0) 二 a， 
8g(1) 二 B. 由 介 值 定理 , g() 取 a 与 8 之 间 的 任何 值 ,因而 f(z) 亦 必 如 此 . 这 就 
说 明 A(X) 是 一 区 间 , 从 而 关 是 连通 的 . 由 此 可 见 , 路 连通 性 > 连通 性 . 

(iv) 路 连通 概念 中 ,重要 的 是 连接 任 一 对 点 的 路 存在 ; 至 于 如 何 求 得 或 表 
出 所 和 需 的 路 , 则 未 必 是 要 紧 的 . 例如 , 若 已 知 XX 中 的 点 a 与 5 及 4b 与 c 均 可 用 路 
连接 , 则 a 与 c 亦 必 可 用 路 连接 .事实 上 , 取 p,yECCJ,X), 使 9(0) 二 a,9(1) 一 
b= Jy(0),J(1) ==c, 定义 


第 3 章 分 离 性 。 紧 性 与 连通 性 。125。 


2C2L)， 0 过 1 过 1/2， 
h(t) = 
yl2t CO—1), 1/2<i<1, 
则 hE€ECC(J,X) 就 是 连接 a 与 c 的 路 . h 的 以 上 表达 式 在 路 连通 性 问题 上 不 再 有 
其 他 用 处 ,此 处 并 不 是 我 们 所 关心 的 . 

(v) 直接 看 出 , X 是 路 连通 的 今 匀 中 任 一 点 有 路 与 某 定点 连接 . 

最 简单 的 路 连通 集 就 是 其 中 任 一 对 点 均 可 用 “直线 段 ” 连 接 的 集 , R" 中 的 凸 
集 就 是 如 此 . 设 4 CR" 是 一 凸 集 , Xx,y € X. 令 gl) 二 (1 一 和 Dz 十 ty, 则 显然 
pE CC,A), 有 9(0) = Xx,9(1) 一 ,2 就 是 4 中 连接 z 与 y 的 路 .因此 4 是 路 
连通 的 ,当然 也 是 连通 的 . 

除了 路 连通 集 的 闭 包 未 必 是 路 连通 集 ( 参 看 例 3. 3. 8) 之 外 ,定理 3. 3. 3 的 结 
论 均 可 移植 到 路 连通 集 , 且 证 明 更 简单 . 

3.3.7 命题 (GD 设 4CXGEDT) 是 一 族 路 连通 集 . 若 存 在 路 连通 集 4 CC 
和 与 每 个 4G € 7) 相交 , 则 4 U (CU 4,) 是 路 连通 集 . 特别 , 若 门 4 天 个 , 则 
U 4; 是 路 连通 集 . 

Mi) 设 XX 是 拓扑 空间 XG € 7) 的 积 空间 , 则 X 是 路 连通 空间 名 每 个 
XiG € 1) 是 路 连通 空间 . 

(iii) 连续 映射 映 路 连通 集 为 路 连通 集 . 

证 Q) 令 U=AU(U 4). 任 给 zx,y EU, 设 x€ hy€ AG,j€71). 
取 a E40 站 m4.,b6€ 4 站 m4j, 则 点 对 zx 与 a,a 与 65,6 与 y 均 可 用 U 中 的 路 连接 ， 
因而 z 与 y 亦 可 用 U 中 的 路 连接 . 这 表明 UU 是 路 连通 集 . 

Gi) 设 每 个 X,(i € 1) 是 路 连通 的 . 任 给 z,yEX, 每 个 X; 中 必 有 连接 zj 与 
y; 的 路 8G E717), 于 是 9= (8) ECGCJX) ( 依 命题 2. 3. 7(Cvi)) 就 是 X 中 连接 = 
与 y 的 路 . 这 表明 X 是 路 连通 的 .反之 , 若 X 是 路 连通 的 , 则 由 下 面 就 要 证 明 的 
(iii) 推 出 每 个 X, 是 路 连通 的 . 

(iii) 设 FEC(X,Y),X 是 路 连通 的 . 任 给 zyEX 有 9pECGCTX)， 使 
2(0) = Zz,91)=y. 令 g=F.。9, 则 g €E C(O,FX),g(0) = Fr,g(l) = Fy, 
故 g 是 FX 中 连接 Fz 与 Fy 的 路 .这 表明 FX 是 路 连通 的 . 口 ] 

利用 命题 3. 3. 7 很 容易 构成 大 量 路 连通 集 的 例子 . 例如 , 紧 接 定理 3. 3. 3 之 
后 举 出 的 那些 连通 集 ,实际 上 都 是 路 连通 集 . 只 是 对 于 5S" 为 路 连通 集 的 理由 需 
另 有 说 明 ,而 不 能 依据 $" 是 R" 的 一 点 紧 化 这 一 点 .不 过 ,连通 集 未 必 都 是 路 连 
通 集 ,试看 下 面 这 个 著名 反例 . 

人 和 让 下 玫 R: 的 如 下 子 集 

一 {((ry)ER:: yy 一 sin(l/z),0<< 工 委 ]1) (4) 
称 为 拓扑 正弦 ( 见 1 11). 定义 
Hx) = 一 (zsin(l/z)) (rx ET= (0,1])， 
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则 pE CO,R’), 故 A = pl7) 是 路 连通 与 连通 的 .这 
又 可 推出 4 是 连通 的 (用 定理 3. 3. 3(ii)). 注意 ， 
A= AU (0 x [1,1)). 
今 指明 4 不 是 路 连通 的 : A 中 的 点 (0,0) 与 (1 ,sin1) 
就 不 能 用 4 中 的 路 连接 . 事实 上 ,车 $y € CC(J,A)， 
$0) = (0,0),0(1) = (1,sinl), 设 Y0) = (rz), 
>yCD)， 则 
y(t) 一 sin[1/z(G)] (0< 上 < 委 1). 

当 上 一 0 时 zi) 一 0, 而 y(G) 女 0! 

以 上 例子 表明 :连通 集 未 必 是 路 连通 集 , 路 连通 集 的 闭 包 亦 未 必 是 路 连通 
集 . 

C. 局 部 连通 性 

如 同 紧 性 一 样 , 对 于 连通 性 亦 需 考虑 相应 的 局 部 概念 . 但 与 紧 性 必 草 涵 局 部 
紧 性 不 同 , 就 连通 性 而 言 ,整体 概念 与 局 部 概念 之 间 的 关系 却 有 些微 妙 . 可 以 说 ， 
局 部 连通 性 是 一 个 有 点 强 的 概念 , 它 列 涵 比 较 丰 富 的 结论 ,这 些 结论 未 必 适 用 于 
连通 空间 ,因而 局 部 连通 性 的 重要 性 并 不 亚 于 连通 性 ， 

另 一 方面 ,局 部 连通 性 与 局 部 路 连通 性 却 有 非常 类 似 的 结论 . 因此 ,下 面 的 
讨论 主要 围绕 局 部 连通 性 展开 . 

3. 3.9 定义 ”G) 车 拓扑 空间 X 中 每 点 有 一 个 由 连通 集 ( 或 路 连通 集 ) 组 成 
的 邻 域 基 , 则 称 X 为 局 部 连通 空间 (或 局 部 路 连通 空间 ). 

Gi) 任 给 zEX, 以 已 . 记 X 中 含 z 的 最 大 连通 集 , 以 无 - 记 式 中 含 二 的 最 
大 路 连通 集 , 二 者 分 别称 为 和 中 工 所 属 的 连通 支 与 路 连通 支 . 连通 支 也 称 为 分 
支 或 连通 分 支 . 

局 部 连通 空间 并 不 少见 . 例如 , R" 中 的 任何 凸 子 集 当 作 子 空间 就 是 局 部 连 
通 的 ,实际 上 还 是 局 部 路 连通 的 . 但 局 部 连通 性 却 不 能 从 连通 性 推出 . 例如 , 设 4 
是 拓扑 正弦 (参见 例 3. 3. 8), 则 有 是 连通 的 ,但 并 非 局 部 连通 的 : 4 中 的 点 (0,1) 
就 没有 由 连通 集 组 成 的 邻 域 基 . 这 一 事实 初 看 起 来 有 点 不 可 思议 ,实际 上 是 很 自 
然 的 . 这 好 像 是 地 形 崎 岂 的 地 域 中 某 一 点 可 以 绕 过 一 些 险阻 与 它 处 沟通 ,但 若 局 
限 在 一 狭小 范围 内 , 却 反 而 “ 近 在 癌 尺 , 互 不 相通 ”. 

定义 3. 3.9 中 同时 给 出 的 连通 支 概 念 , 初 看 起 来 与 局 部 连通 性 似 无 关系 ,但 
你 很 快 就 会 看 到 , 正 是 借助 于 连通 支 概念 , 才 得 到 了 局 部 连通 性 的 最 有 用 的 刻 
画 . 为 给 下 面 的 讨论 作 些 准备 ,让 我 们 确立 关于 连通 支 的 若干 简单 结论 . 利用 定 
理 3. 3. 3(i) 容 易 建 立 : 

P, 一 UU {4:4ACX 是 含 z 的 连通 集 }. (5) 

得 到 连通 支 的 另 一 种 方法 是 ,在 X 中 定义 关系 一 : 


图 3-11 
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zx~y 合 Tz 与 y 同 属于 XX 中 的 某 个 连通 子 集 ， C6) 
则 可 验证 ~ 为 等 价 关 系 ( 一 显然 是 自 反 、 对 称 的 ,验证 传递 性 时 要 用 到 定理 3. 3. 3 
(iD)). 于 是 民 依 关系 一 划分 为 等 价 类 ,而 P. 正 是 zz 所属 的 一 等 价 类 , 利用 这 一 解 
释 , 立 得 结论 : X 是 它 的 互 异 连通 支 的 不 交 并 ; 和 是 连通 的 多 和 仅 有 一 个 连通 
支 . 一 般 地 ,空间 和 的 连通 支 愈 多 , 它 就 分 隔 得 您 厉害 ,因此 可 以 说 连通 支 的 个 
数量 度 了 空间 不 连通 的 程度 . 因 P, 是 连通 的 (定理 3. 3. 3(ii)), 故 必 有 已. = P,， 
即 连通 支 均 为 闭 集 . 若 买 仅 有 有 限 个 连通 支 , 则 每 个 连通 支 都 是 既 开 又 闭 的 集 . 
对 于 路 连通 支 ,除了 它 不 必 为 闭 集 之 外 ,有 类 似 的 结论 . 

现在 利用 连通 支 概 念 给 出 局 部 连通 性 的 等 价 刻画 

3. 3. 10 命题 ”对 于 拓扑 空间 和 X, 以 下 条 件 互相 等 价 : 

(iD 和 是 局 部 连通 空间 ; 

《ii) X 的 非 空 开 集 的 连通 支 丝 为 开 集 ; 

(iii) X 有 由 连通 开 集 组 成 的 拓扑 基 ， 

对 于 局 部 路 连通 性 有 类 似 结论 . 

证 (i) 二 (i). 设 XX 是 局 部 连通 空间 . 取 定 开 集 GCX 与 "EG, 设 P: 是 G 
中 工 所 属 的 连通 支 , 今 证 了, 为 开 集 . 由 X 的 局 部 连通 性 , 必 有 z 的 连通 邻 域 了 ， 
使 得 V CG, 因而 必 V CP,, 这 表明 P, 是 xz 的 邻 域 . 这 一 结论 自然 亦 适 用 于 任 
何 yE P, (注意 P, = P; ), 因 而 P; 是 开 集 . 

(ii 之 (ii). 以 多 记 和 中 非 空 开 集 的 连通 支 之 全 体 , 条 件 (ii) 表 明 多 是 开 集 
族 , 它 显然 构成 和 的 拓扑 基 . 

(iii) 之 (i) 是 平凡 的 . 

对 于 局 部 路 连通 性 相应 结论 的 证 明 是 类 似 的 . 口 

对 于 局 部 连通 性 的 应 用 ,命题 3. 3. 10(ii) 是 最 值得 注意 的 . 

3. 3. 11 推论 《〈i) 局 部 连通 空间 的 连通 支 是 既 开 又 闭 的 集 . 

(ii) 局 部 路 连通 空间 中 的 连通 开 集 是 路 连通 的 . 


证 Gi) 是 明显 的 . 
(ii) 设 XX 是 局 部 路 连通 空间 , G CCX 是 连通 开 集 . 因 G 的 路 连通 支 均 为 开 
集 , 而 G 是 连通 的 , 故 G 只 能 有 一 个 路 连通 支 ,因而 G 是 路 连通 的 . 口 


通常 称 连通 开 集 为 区 域 . 于 是 推论 3. 3. 11(ibD 的 意思 相当 于 :局 部 路 连通 空 
闻 中 的 区 域 必 定 是 路 连通 的 . 特别 ,，R" 中 的 区 域 是 路 连通 的 . 在 经 典 分 析 中 , 实 
际 上 都 隐藏 地 认可 了 这 一 结论 . 在 我 们 的 直觉 经 验 中 ,将 连通 性 看 作 可 用 连续 路 
径 连 接 的 这 一 印象 ,多 半 来 自 对 R" 中 开 集 的 观察 . 就 R" 或 一 般 局 部 路 连通 空间 
中 的 开 集 而 言 ,如 推论 3. 3. 11(i) 所 指明 的 ,连通 性 与 路 连通 性 这 两 个 概念 确 无 
区 别 . 但 在 其 他 情况 下 就 未 必 如 此 了 . 

下 面 的 结果 可 与 定理 3. 2. 16 相对 照 . 
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3. 3. 12 定理 〈i) 局 部 连通 性 是 开 遗 传 的 , 即 局 部 连通 空间 的 开 子 空间 是 
局 部 连通 的 

(ii) 设 和 是 拓扑 空间 X,G € 7) 的 积 空间 , 则 和 是 局 部 连通 空间 己 每 个 X 
是 局 部 连通 空间 , 且 除 至 多 有 限 个 例外 , X; 是 连通 空间 . 因此 ,局 部 连通 性 是 有 
限 可 乘 的 . 

(ii) 局 部 连通 空间 的 商 空 间 是 局 部 连通 空间 . 

对 于 局 部 路 连通 性 有 类 似 结论 . 

证 (Gi) 是 平凡 的 . 

(ii) 设 X 是 局 部 连通 空间 , 则 由 下 面 要 证 的 (iii) 知 X,(i € 1) 是 局 部 连通 
的 . X 中 必 有 一 非 空 连通 开 集 G (用 命题 3. 3. 10). G 含有 一 个 如 下 的 基 开 集 : 

V = MPa,, 
其 中 Vi 是 X, (1 声 k 志 x) 中 的 非 空 开 集 . Yi € 八 { 亿 ,is，…,is},， 有 

PG DOD PV = X,, 
这 表明 X; 二 PG 是 连通 的 . 其 次 设 每 个 筷 , 是 局 部 连通 空间 , 且 除 至 多 有 限 个 例 
外 , X; 是 连通 的 . 今 证 X 是 局 部 连通 空间 . 任 取 x € X 与 x 的 开 邻 域 V, 可 设 
V 二 们 PPVi,ViCX 为 开 集 , 1 志和 二 n. 不 妨 设 当 :天 mm 时 成 连通. 
取 xz 的 连通 邻 域 Ui 己 Vi, 则 U = 败 Pi'Ui 是 的 连通 邻 域 (用 定理 3.3.3 
(iii)),U CV. 这 表明 XX 是 局 部 连通 的 . 

Giii) 设 卫 是 局 部 连通 空间 , 已: X 一 了 是 一 商 映 射 , 今 证 了 是 局 部 连通 的 . 
任 给 y EY 与 y 的 开 邻 域 V, 设 P, 是 V 的 含 y 的 连通 支 , 今 证 P, 是 开 集 ; 而 为 
此 又 只 要 证 F-1P, 是 开 集 (用 定义 2. 3. 13). 任 给 rzE F-IP,, 以 已 . 记 F-Y 的 含 
Zz 的 连通 支 , 则 P; 是 开 集 (用 命题 3. 3. 10). 因 FP, CV,FP, 连通 , Fr € P, 门 
FP,, 故 FP-CP,( 用 定理 3. 3.3(D), 从 而 PCR-P,. 这 表明 已 -2P, 是 开 集 ， 
如 所 要 证 . 

对 于 局 部 路 连通 性 相应 结论 的 证 明 是 类 似 的 . 口 

用 一 些 例子 来 解释 以 上 结果 . 

3. 3.13 例 (i) R* 的 任何 开 子 空间 是 局 部 连通 (也 是 局 部 路 连通 ) 的 ,这 提 
供 了 局 部 连通 空间 的 最 主要 的 直观 例子 . 

Gii) 由 定理 3. 3. 12Gi) 显 然 推 出 :同时 为 连通 与 局 部 连通 的 一 族 拓扑 空间 的 
积 空间 是 连通 与 局 部 连通 的 . 因此 , 任 给 实 区 间 了 与 非 空 集 0,7? 是 连通 与 局 部 
连通 的 . 实际 上 , 72 是 路 连通 与 局 部 路 连通 的 ,特别 R? 就 是 如 此 . 

(iii) 因 单 点 集 平 凡 地 是 路 连通 的 , 故 离散 拓扑 空间 X 是 局 部 路 连通 且 局 部 
连通 的 , 它 的 连通 支 就 是 单 点 集 ,注意 单 点 集 是 开 集 (对 照 命题 3. 3. 10(ii)). 

连通 支 均 为 单 点 集 的 空间 称 为 完全 不 连通 空间 或 全 断 空间 . 除了 离散 拓扑 
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空间 之 外 ,完全 不 连通 空间 的 最 重要 的 例子 是 :Q .RNAQ 及 Cantor 集 ( 依 通常 拓 
扑 ) 等 ,这 些 空间 都 不 是 局 部 连通 的 . 
习 题 

101. X 是 T 空间 后 当 z,yEX,z 天 > 时 有 LE- 信使 y*EDTeSVzEX 有 {z) 一 站 
(DUD:UE.N,). 

102. 设 XX 是 T; 空间 , 则 XX 中 任意 % 个 点 有 互 不 相交 的 邻 域 . 

103. 设 和 是 Ti 空间, 则 其 中 的 拓扑 必 包 含有 限 补 拓扑 . 

104. 有 限 T: 空间 必 为 离散 空间 . 

105. 无 限 T, 空间 中 必 存 在 无 限 个 互 不 相交 的 非 空 开 集 . 

106. 设 鲜 是 Ts 空间 , 4 和 CCX,zE 4，,， 则 z 的 任何 邻 域 含 4 中 无 限 个 点 . 

107. 设 XX 是 T; 空间 , 4 CX 是 有 限 集 , 则 A’ = 人 . 

108. 设 和 是 有 限 补 拓扑 空间 , 则 和 是 Ts: 空间 对 XX 是 有 限 集 . 

109. 设 X 是 可 数 补 拓扑 空间 , 则 式 是 T: 空间 名和 是 可 数 集 . 

110. 设 X = 下 和 是 T: 空间 , 则 每 个 X; 是 X 的 闭 子 空间 . 

111. 设 X 是 T: 空间 ,下 :XX 一 Y 是 开 或 闭 的 双 射 , 则 Y 是 T; 空间 ; 若 (X,r) 是 T, 空间 ， 
tCn, 则 (X,n) 是 Ts 空间 . 

112. 设 F,G EC(X,Y),Y 是 T; 空间 , 则 4 = (下 = G) 是 闭 集 ;车 匀 是 T, 空间 ,FE€ 
Cl(X,X), 则 {xz : Fx 二 xz} 是 闭 集 . 

113. 设 F,G € C(X,Y),Y 是 Ts 空间 , {FF 二 6G) 二 X, 则 FF 二 G. 

114. 设 X 是 第 一 可 数 空间 , 则 和 是 Ts 空间 名 X 中 的 收 合 序 列 有 唯一 极限 . 

11$. 设 和 是 第 一 可 数 的 正则 空间 , zxE X, 则 xz 有 可 数 邻 域 基 {B,), 使 得 Bt CC Bn 之 
1). 

116. 设 UV,(z) = B(x)M(y ER :yy 一 Ta 天 zz)， 则 R* 依 拓扑 基 {UCz) :zzER?， 
r 之 0} 生成 的 拓扑 是 非 正 则 的 T: 空间 . 
117. 设 和 是 正则 空间 , 4 CX 是 一 闭 集 , 则 A4 = 由 (V :YE /Na). 
118. 设 XX 是 一 全 正则 空间 , 4 CX 是 一 非 空 逆 集 , x € A', 则 存在 € CC(X,J) 使 得 
二 广 '(1),f(A) = 0 的 充 要 条 件 是 {xz} 是 开 集 的 可 数 交 . 
119. 设 和 是 全 正则 空间 , 则 CC(X) = Rx*. 
120. X X J 是 正规 空间 二 >X 是 正规 空间 . . 
121. 设 和 是 正规 空间 , 4 是 X 的 闭 子 空间 , f € C(A4,R"), 则 三 有 扩张 gE CC(X,R"). 
122. 紧 集 与 闭 集 之 交 为 紧 集 , 紧 闭 集 之 交 是 紧 闭 集 , 紧 集 之 交 不 必 为 紧 集 ,T, 空间 中 紧 
集 之 交 为 紧 集 . 

123. 相对 紧 集 的 有 限 并 与 任意 交 为 相对 紧 集 . 

124. 设 x 是 紧 闭 集 族 , 站 -wx CU,U 是 开 集 , 则 有 有 限 子 族 儿 己 ey, 使 得 站 多 CU. 

125. 有 限 补 拓扑 空间 兰 是 紧 的 . 

126. 含 无 限 多 个 点 的 可 数 补 空间 XX 是 非 紧 的 . 


127. 设 扎 一 [LT x, 有 无 限 多 个 X; 非 紧 ， KCCX 是 紧 集 , 则 天 "一 OS. 
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128. 设 X= T[X 是 紧 T; 空间 , 则 投影 P; : X -> X 为 闲 映 射 、 

129. 设 r,r 是 和 上 的 拓扑 ，(X,r) 是 紧 的 , r 忆 mm, 则 (X,nm) 亦 是 紧 的 ; 若 (X,nm) 是 Ts 
空间 , 则 r 一 ri 

130. 设 和 是 紧 空 间 , 了 是 T: 空间 ,车 下 : X 一 了 是 连续 单 射 , 则 到 是 拓扑 嵌入 ;车 下 是 连 
续 满 射 , 则 已 是 商 映射 . 

131. 设 X 是 T: 空间 ,KC 性 X 是 紧 集 ,U,V CX 是 开 集 ,K=UUV, 则 K==AUB， 
ACU,BCV 为 紧 集 . 

132. (Wallace 定理 ) 设 ACX 与 BCY 为 紧 集 ,W 是 4xB 在 了 XxY 中 的 邻 域 , 则 有 
DeE .fr 与 VE Ng, 使 得 UXVCWw. 

133. 设 WW 是 {zo} XY 在 XY 中 的 一 个 邻 域 ,Y 为 紧 空 间 , 则 有 ze 的 邻 域 U, 使 得 
UxYCWw. | 

134. 设 XX 是 正则 空间 , 4 CX 为 紧 集 , B CX 为 闭 集 ,A4 门 B= 沁 , 则 4 与 B 可 邻 域 
分 离 . 

135. 设 X 是 全 正则 空间 , 4 CX 为 紧 集 , B CX 为 闭 集 , 则 4 与 B 可 函数 分 离 . 

136. 设 FEC(X XY,Z),ACX 与 BCY 是 紧 集 , W 是 F(A x B) 的 开 邻 域 , 则 存在 
LE -人 与 YE -As 使 得 FU XV)CWw. 

137.《 财 图 像 定 理 ) 设 :XX 一 Y,Y 是 紧 T, 空间 , 则 下 连续 舍 G 人 Gr 卫 是 闭 集 ， 

138. 设 /EC(XXY),Y 是 紧 空 间 , p(x) 一 Sup f(x,y), 则 9g€ COX). 


139. 设 X 是 紧 空 间 ，{( 帮 CCCX), 疡 十 放 则 7 = 人 UfX). 

140. 设 叉 是 紧 空 间 , CCCX) 对 乘法 运算 封闭 ,VY x E XX, 存在 AEF 在 z 的 某 邻 域内 
恒 为 零 , 则 f 寺 0 属于 下. 

141. 序列 紧 、 可 数 紧 与 聚 点 紧 是 闭 遗 传 的 ;序列 紧 与 可 数 紧 在 连续 映射 下 保持 不 变 . 

142. 序列 紧 是 可 数 可 积 的 . 

143. 设 X 是 序列 紧 或 可 数 紧 空 间 , 则 每 个 上 E C(X) 取得 最 大 与 最 小 值 . 

144. 设 和 是 有 无 限 个 点 的 可 数 补 拓 扑 空间 , 则 X 非 序列 紧 . 

145. 设 S = {0,1})*,X 二 (0,1)3， 则 和 是 非 序列 紧 的 紧 空 间 ， 

146. X 是 可 数 紧 空间 名 和 的 每 个 可 数 无 限 子 集 有 聚 点 . 

147. T; 空间 X 是 可 数 紧 的 局 X 的 每 个 无 限 可 数 开 覆 盖 有 真子 履 盖 . 

148. 设 X 是 可 数 紧 空 间 ,Y 是 第 一 可 数 空间 , 则 投影 :XX XY 一 Y 是 闭 映射 . 

149. 设 久 是 第 一 可 数 的 可 数 紧 T, 空间 , 则 X 是 正则 空间 . 

150. 设 XX 是 正规 空间 , 则 X 是 可 数 紧 的 久生 是 伪 紧 的 ,这 意味 着 每 个 和 E CC(X) 有 界 . 

151. 设立 是 可 数 紧 空间 ,Y 是 第 一 可 数 的 T, 空间 ,下 : XX 一 了 是 连续 双 射 , 则 下 是 同 胚 . 

1S2. 设 蕊 是 T* 空间 , 4 CX 是 LCH, 则 有 开 集 V CX 与 闭 集 FCX, 使 4A=VNK. 

153. 设 和 是 Ts 空间 ,了 Y 是 和 的 局 部 紧 的 稠 子 空 间 , 则 Y 是 开 集 . 

154. LCH 在 连续 闭 映 射 下 的 像 不 必 是 LCH 

155. 设立 是 第 二 可 数 的 LCH, 则 存在 相对 紧 开 集 的 升 列 (U,), 使 得 X= 二 UU,. 

156. 设 XX 二 (0,1) 上 采用 拓扑 rz= {XX, 久 (1/n,1) : n EN), 则 多 中 每 点 有 紧邻 域 基 ， 
但 每 点 无 闭 邻 域 基 . 
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157. 设 X 是 局 部 紧 度 量 空间 , A CC 区 是 紧 集 , 则 存在 es>> 0, 使 得 V.= {zx EX :dz， 
4) 委 ee) 是 紧 集 . 

158. 设 义 是非 紧 的 LCH, 则 X 是 第 二 可 数 的 SX。, 是 第 二 可 数 的 . 

159. 设 基 与 Y 是 LCH,XX 衬 Y, 则 X。 守 Y。. 

160. 设 XX 是 非 紧 的 LCH, 则 六 是 紧 集 的 可 数 并 名 co 在 XX 中 有 可 数 邻 域 基 . 

161. X 是 连通 的 局 XX 不 是 两 个 互相 隔离 的 非 空 集 之 并 , 集 4 与 B 互 相隔 离 意 际 着 4 门 
B=@=ANBE. 

162. 设 地 关 4CX, 则 44 连通 局 4 不 是 两 个 互相 隔离 的 非 空 集 之 并 . 

163. 设 4,B CX 互相 也 离 , 4 U B 是 开 ( 或 闭 ) 集 , 则 4 与 B 均 为 开 ( 或 闭 ) 集 . 

164. 设 4,BC 己 X 是 开 ( 或 闭 ) 集 , 则 A\B 与 B\A 互相 隔离 . 

165. 设 S 是 连通 集 ,SCAUB,A 与 8B 互相 隔离 , 则 SC 忆 A 或 $CB. 

166. 设 SCX 是 连通 集 , 4 CX 是 既 开 又 闭 的 集 , SN 4A 关 @, 则 SC 4. 

167. 设 4 己 X, 则 4 不 连通 针 存 在 开 集 U,V CX, 使 得 ACUUV,UNVCA 4 
UzGzANMY. 

168. 设 ACX 和 连通, BCX,ANMBzG 关 A\B, 则 4A4 门 9B 六 . 

169. 设 了 二 A4U B,4 与 B 为 闲 集 , 义 与 4 几 \ B 连 通 , 则 4 与 8B 均 连通 . 

170. 设 和 是 一 连通 的 T: 空间 且 至 少 含 两 点 , 则 存在 非 空 连 遂 集 4, 刀 使 得 X=4UB 且 
4 关 有 8. ， 

171. 设 4;(i € 7) 是 一 族 两 两 不 隔离 的 连通 集 , 则 4 = U 4, 是 连通 集 . 

172. 设 .ez 是 一 族 连 通 集 , Y 4,B € xy, 存在 一 个 链 A = Ao,A1,…,A, = B,A;E€ ey， 
4 与 4i+1(0 声 71 过 nn) 不 隔离 , 则 x * 是 连通 集 . 

173. 设 和 中 每 一 对 点 含 于 一 个 连通 集 , 则 式 连 通 . 

174. 设 X 与 Y 是 连通 空间 , 4 与 B 分 别 为 XX 与 Y 的 真子 集 , 则 (XX 站 \(4 xX B) 是 连 
通 集 . 

175. 设 X 一 [] X;, 每 个 X; 连通 .利用 题 66 证 连通 . 

176. 设 Y 是 不 少 于 两 点 的 离散 空间 , 则 XX 连通 晤 VY f € C(X,Y),f = const， 

177. 设 XX 是 可 数 的 连通 空间 , 则 每 个 了 E CC(X) 为 常数 函数 ; X 不 是 度量 空间 ,除非 它 是 
单 点 空间 . 

178. 设 六 是 含 无 限 个 点 的 有 限 补 拓 扑 空 间 , 则 X 连通 . 

179. 设 六 是 含 不 可 数 个 点 的 可 数 补 拓扑 空间 , 则 X 连通 . 

180. 设 > 1,4CR* 是 可 数 集 , 则 A' 连通. 

181. 设 ”> 1,R" 中 至 少 有 一 个 坐标 为 无 理 数 的 点 构成 连通 集 . 

182. R: 中 至 少 有 一 个 坐标 为 有 理 数 的 点 构成 连通 集 . 

183, 设 上 > 1,4CS" 为 可 数 集 , 则 S"\4 是 连通 集 . 

184. 设 4=((zry)ER:y=nzEN),BC()XR, 则 4U5 是 连通 集 . 

185. 设 X 是 T: 空间 , -or C 2 是 一 族 紧 集 , -只 含 连 通 集 , 则 门 -ez 是 连通 集 . 

186. 设 XX 是 一 个 紧 T, 空间 , zxE X, -er 是 z 的 既 开 又 闭 邻 域 之 全 体 , 则 C = 站 x 是 连 
通 集 ， 
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187. 连通 集 的 降 列 的 交 不 必 连 通 . 

188. 设 XX 是 T, 空间 ,4CX 是 非 空 连通 集 , 则 4 为 单 点 集 或 无 限 集 . 

189. 设 X 是 正规 空间 , A CX 是非 空 连通 集 , 则 4 为 单 点 集 或 不 可 数 集 . 

190. 设 XX 是 全 正则 空间 , A CX 是 多 于 一 点 的 连通 开 集 , 则 4 是 不 可 数 集 . 

191. 设 XX 是 可 数 的 LCH, 则 XX 为 非 连 通 空 间 , 除 非 关 是 单 点 空间 . 

192. 设 ECCR"), 则 最 多 有 两 点 a,b € R, 使 广 :(e) 与 广 :GO) 为 非 空 可 数 集 . 

193. 设 ECCR") 取 到 正 值 与 负 值 , 则 f 有 不 可 数 多 个 零点 . 

194. 设 是 多 于 一 点 的 连通 度量 空间 , 则 有 fE€ C(X), 使 f(X) = J = [0,1]. 

195. 设 > 1, 则 R" 不 能 拓扑 幅 人 R 与 5S1. 

196. 设 f: [a,6j 空 [cydj,a<6b,c<d, 则 f(a)==c,f(6)==d 或 f(a)=d,f(b)=c. 
197. 设 了 = [0,1] 宇 A4 xB, 则 A4 或 B 是 单 点 空间 . 

198. S" 是 路 连通 的 . 

199. 平 凡 拓 扑 空间 是 路 连通 的 

200. R 依 有 限 补 拓 扑 是 路 连通 的 . 

201. 设 4= {(zx,y) :y= 二 nryn EN}),B = {0} Xx [1,2j, 则 A UB 连通 而 非 路 连通 . 
202. 空间 X 是 局 部 连通 的 咯 Y xz € X,Y VE€ -fy 的 含 z 的 连通 支 是 z 的 邻 域 . 
203. 连通 的 局 部 连通 空间 是 路 连通 的 . 

204. 设 X;(i € 7) 是 一 族 局 部 连通 的 连通 空间 , 则 XX = 下 X, 是 局 部 连通 的 连通 空间 . 
205. X 二 {0,1)* 不 是 局 部 连通 的 . 

206. 4= {1/n :n EN) 是 局 部 路 连通 的 ,而 4 不 是 局 部 连通 的 . 


207.X = SU (局 “二 18] U (50,1] x (0)) 是 路 连通 而 非 局 部 连通 的 . 

208. 设 4 CCX 是 既 开 又 闭 的 非 空 连通 集 , 则 4 是 X 的 连通 支 . 

209. 设 4CCX 是 连通 开 集 , 则 4 是 (24)" 的 连通 支 . 

210. R 依 右 区 间 拓 扑 ( 见 题 9) 是 完全 不 连通 的 . 

211.R 中 任 一 稠 集 的 补 是 完全 不 连通 的 ， 

212. 设 z= (z,) EXX= [|[Xi,P; 是 XX 中 xz 所 属 的 连通 支 , P.。 是 X 中 居所 属 的 连通 
支 , 则 P; = ][P: 

213. 完全 不 连通 性 是 可 积 的 . 

214. 可 分 局 部 连通 空间 X 是 可 数 个 连通 开 集 的 不 交 并 . 

215. 设 FECCX,Y),P.(zx € XX) 与 Pr 分别 记 XX 与 Y 的 连通 支 , 则 六 : P, 一 Pps 是 一 
映射 ; 若 下 :XX 衬 Y, 则 让 为 双 射 . 

216. 设 REC(CX,Y),yEY,P, 是 了 的 含 y 的 连通 支 , 则 F-:P, 是 和 的 一 些 连通 支 的 并 . 

217. 设 和 是 紧 T: 空间 , xz € X,Y 是 z 的 既 开 又 闭 的 邻 域 之 全 体 , 则 C = 门 wv 是 的 
含 工 的 连通 支 . 

218. 设 X 是 局 部 连通 的 紧 空 间 , Y 是 T, 空间 , F : X 一 Y 是 连续 满 射 , 则 Y 是 局 部 连通 的 . 

219. 设 和 是 局 部 连通 的 紧 空 间 , 则 和 仅 有 有 限 个 连通 支 . 

220. X = (R x {0}) U ({0} Xx R) 不 同 胚 于 R. 
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在 本 书 中 ,度量 空间 几乎 是 与 拓扑 空间 同时 引入 的 . 而且, 在 前 两 章 的 大 多 
数 地 方 , 我 们 都 注意 联系 度量 空间 的 特殊 结论 . 因此 ,对 于 度量 空间 已 不 能 说 很 
陌生 了 .不 过 ,到 现在 为 止 ,度量 空间 至 多 只 是 附带 提 及 而 已 ,现在 该 让 它 充当 主 
角 了 .度量 空间 毕竟 涵盖 了 应 用 上 最 重要 的 抽象 空间 , 它 不 应 只 是 为 解释 拓扑 概 
念 提 供 例证 ,而 值得 作 系 统 的 专门 考察 . 一 方面 ,需要 探讨 度量 空间 所 特有 的 那 
些 拓扑 结论 ;同时 ,还 需 考 虑 那些 实质 上 和 与 度量 有 关 的 问题 ,它们 在 一 般 拓 扑 空 
闻 理 论 中 并 无 其 地 位 . 

在 处 理 了 上 度量 空间 理论 的 基本 内 容 之 后 ,本 章 的 讨论 将 朝 两 个 有 点 相反 的 
方向 展开 . 一 方面 ,我 们 要 完成 从 度量 空间 到 更 一 般 的 一 致 空间 的 过 渡 ,后 者 对 
于 一 些 不 能 包容 于 度量 空间 之 内 但 仍 有 重要 应 用 价值 的 抽象 空间 是 一 个 很 好 的 
概括 . 另 一 方面 ,我 们 要 将 讨论 引 向 一 个 不 那么 抽象 的 方向 , 即 考察 革 些 典型 的 
阴 数 空间 . 这 不 仅 是 为 诠释 理论 提供 例证 ,而 且 使 我 们 更 接近 于 所 建立 理论 的 具 
体 应 用 ,至 少 可 看 作 朝 向 应 用 的 一 个 窗口 . 


4.1 度量 空间 


如 我 们 已 提 到 的 ,度量 空间 并 非 只 是 拓扑 空间 的 特例 , 它 所 具有 的 度量 结构 
并 不 能 被 它 生成 的 拓扑 结构 所 包容 ,而 只 能 在 一 个 独立 展开 的 理论 中 得 到 完全 
的 解释 . 度量 空间 理论 包含 了 丰富 的 内 容 , 本 节 仅 涉及 几 个 最 基本 的 问题 , 即 完 
备 性 .全 有 界 性 .第 二 纲 性 及 度量 化 问题 ,它们 在 应 用 中 是 最 常见 的 . 在 学 习 这 些 
内 容 时 ,应 特别 注意 与 前 两 章 的 相关 部 分 联系 起 来 . 

本 节 中 , X,Y 等 通常 记 给 定 的 度量 空间 ， 其 中 的 度量 在 未 作 说 明 时 都 记 作 
ad. 

A. 某 些 基 本 概念 

在 进入 本 节 的 主要 内 容 之 前 ,还 要 就 涉及 度量 的 一 些 基 本 概念 作 某 些 补充 . 
在 形式 上 ,我 们 将 仿照 第 2 章 中 处 理 拓扑 概念 的 一 些 作 法 ,这 种 对 照 将 有 助 于 对 
概念 的 理解 与 把 握 . 现在 所 面临 问题 的 复杂 之 处 在 于 :度量 空间 兼 有 度量 与 拓扑 
两 种 结构 ,二 者 密切 相关 但 并 非 完全 相互 决定 . 
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4.1.1 定 义 设 和 与 了 是 两 个 度量 空间 . 
(i) 设 F:X 一 了 是 一 映射 .车 下 满足 如 下 条 件 : 
Ve>0,36>0VzyEX， 
d(r,y) < = d(Fr,Fy) <e， 
则 说 一致 连续 . 车 下 是 一 双 射 且 了 与 7 均一 致 连续 , 则 称 下 为 一 个 一 致 同 
构 . 当 从 XX 到 了 的 一 致 同 构 存在 时 ,说 关 与 Y 是 一 致 同 构 的 . 
(ii) 若 忆 :天 一 了 是 一 双 射 , 且 满 足 条 件 ; 
CCFzrFy) 一 drzy) (zy € X), (2) 
则 称 FF 为 一 个 等 距 同 构 . 当 从 X 到 Y 的 等 距 同 构 存 在 时 ,说 和 与 了 是 等 距 同 构 
的 . 


(1) 


(iii) 设 d 与 di 是 关上 的 两 个 度量 . 若 单 位 上 映射 
lx : (X,d) — (X,d) 
是 一 致 同 构 , 则 说 度量 4 与 4) 一 致 等 价 ; 若 上 述 映射 是 同 胚 , 则 说 度量 4 与 di 拓 
扑 等 价 . 
文献 中 说 到 等 价 度量 时 ,通常 指 拓 扑 等 价 . 
容易 看 出 ,一 致 连续 性 条 件 (1) 等 价 于 : 


d(x ) > 0 d(Fr Py) >0 (ry EX). (1)’ 
因此 , X 上 的 度量 a 与 d 一 致 等 价 的 充 要 条 件 为 
d(x ) > 0 dry > 0 (ry EX). (3) 
注意 应 将 条 件 (3) 区 别 于 拓扑 等 价 条 件 : 
d(T rT) > 0 dr Tr) 0 (rr EX), (4) 


条 件 (4) 中 的 相对 于 z 是 固定 的 . 直接 由 条 件 (1) 或 (1)' 看 出 ,一 致 连续 => 连 
续 . 因此 ， 

等 距 同 构 过 一 致 同 构 之 同 胚 . (5) 
度量 空间 在 等 距 同 构 与 一 致 同 构 之 下 保持 不 变 的 性 质 ,分 别称 为 度量 性 质 与 一 
致 拓扑 性 质 . 因此 由 式 (5) 有 

度量 性 质 汪 一 致 拓扑 性 质 汪 拓扑 性 质 O， 

互相 等 距 同 构 的 度量 空间 不 必 区 别 ; 互 相同 胚 的 度量 空间 作为 拓扑 空间 可 不 加 
区 别 , 但 作为 度量 空间 则 可 能 差别 甚大. 对 于 度量 空间 所 关注 的 是 拓扑 性 质 、 一 
致 拓扑 性 质 还 是 度量 性 质 , 取 决 于 需要 . 如 果 仅 关注 拓扑 性 质 与 一 致 拓扑 性 质 ， 
那么 度量 d 就 可 在 一 致 等 价 的 范围 内 依 方便 进行 选择 ,而 不 必 拘 泥 于 某 一 特定 


@ 注意 , 依 此 关系 度量 性 质 最 多 ,一 致 拓扑 性 质 次 之 ,拓扑 性 质 最 少 ;一 致 拓扑 性 质 包括 了 拓扑 性 
质 . 不 过 ,在 习惯 上 , 当 我 们 说 到 一 致 拓扑 性 质 时 ,主要 指 那些 不 能 归 人 拓扑 性 质 之 内 的 一 致 拓扑 性 质 , 下 
面 论 及 的 完备 性 与 全 有 界 性 就 是 如 此 ， 
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度量 . 在 选择 一 致 等 价 度量 时 ,常用 到 如 下 简单 结果 . 
4.1.2 引 理 ” 设 g(t) 是 定义 在 [0,ce) 上 的 非 负 增 函 数 , 它 在 上 = 0 处 右 连 
续 , 9(z) = 0 怠 上 一 0, 且 满足 如 下 次 可 加 条 件 : 
ps 十 起 奔 Ys) 二 pt) (之 0). 
车 d 是 基 上 的 度量 , 则 di =p9。d ( 即 di(z,y) = 9d(z,y)),Y xX,y EX) 亦 是 
X 上 的 度量 , 且 与 4 一致 等 价 . 
证 ” 易 直 接 验 证 wd 满足 距离 公理 (Di)~(D:)( 依 定义 2.1.14). 由 9 在 :上 一 0 
右 连续 有 0 委 六 一 0 之 9) 一 0. 车, 之 0,t, 广 0, 则 有 人 50 及 任意 大 的 nn 使 
t, 之 6, 从 而 Yt,) 之 846) > 0, 可 见 不 可 能 pli,) 净 0. 这 就 证 得 
ti>009pt) 0 (之 0)， 
以 二 d(x,yyn) (zsysE€ 义 ) 代入 得 出 等 价 关 系 (3), 因 此 di 是 关上 与 4 一 致 等 
价 的 度量 . 0 
满足 引 理 4. 1. 2 中 条 件 的 plz) 甚 多 ,例如 可 取 
Vt，ln(l 十 t!)，t/(1 十 :!)，t 人 1 等 . 
通常 我 们 将 取 wb = t A 1, 它 极 简 单 且 满足 gC2) 委 1, 在 运用 时 是 很 方便 的 . 
试看 一 些 例子 . 
4.1.3 例 (i) R" 中 的 度量 . 任 给 z E R", 认定 z= 二 (zi). 定义 
dplz,y) = ryll, (Upe™m), 
[De (6) 
| zl = maxlzl. 
因 可 验证 (用 微分 法 不 难 证 此 ): 
lzlso zl lzrlienizl. (Cr€ R"), 
故 不 难看 出 ,度量 4d,(1 志 pp 声 00) 互相 一 致 等 价 ,因而 都 一 致 等 价 于 Euclid 度量 
qd 二 d;( 依 2.1 节 式 (26)), 因 此 由 ds 生成 的 拓扑 就 是 通常 拓扑 .在 度量 族 
{d, : 1 仿 p 亿 oo0) 中 ,并 非 人 们 习惯 上 认为 的 唯 有 Euclid 度量 4 具有 现实 性 . 例 
如 ,在 棋盘 形 街 道中 行走 的 人 所 测 得 的 距离 就 是 di 而 非 d,! 
Gi) 在 R 上 定义 
c* (zyy) = |arctan 工 一 arctany| (x,y € R),， 
则 易 验证 4d* 是 R 上 的 一 个 度量 . 因 arctan z 在 R 上 连续 且 有 连续 的 反 函 数 , 故 
Ti > IOd(r rT) 0 (rr ER), 
这 表明 度量 4 与 R 上 的 Euclid 度量 4 拓扑 等 价 . 另 一 方面 , 取 x = cot(2/n)， 
ys 二 Cot(1/n), 则 
cd (zx;y,) = 1/n > 0, 
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nn 1 
| 一 | = siniOmDy) ~ 

其 中 1 二 0 二 2 (用 中 值 定理 ). 可 见 4 与 da* 并 非 一 致 等 价 . 

现在 考虑 度量 空间 的 构成 . 若 (X,d) 是 一 度量 空间 , 吉 关 SCX, 则 5 依 度 
量 4 显然 也 是 一 度量 空间 , 称 为 X 的 度量 子 空间 ,简称 为 子 空间 . 任 给 序列 {x,} 
CS,zE€E5, 在 S$ 中 x, 一 7x 与 在 XX 中 zz, 一 x 的 条 件 都 是 d(x,,z) 一 0, 因此 S 
中 的 度量 拓扑 就 是 相对 拓扑 (参看 命题 2. 3. 2(iv)). 关于 度量 子 空间 ,暂时 就 没 
有 什么 好 说 的 了 . 

其 次 考虑 度量 空间 的 积 空间 . 设 (Xi,di)(i € 7) 是 一 族 度量 空间 , X = 
Xi, 任 给 x € XX, 认定 工 一 (zi);Pi: 久 一 XX; 记 投影 .首先 设 1 二 N, 定义 


d(x,y) = D2Ti[di(zisy) AI] lr,y € X). (7) 
i=1 

可 直接 验证 4 满足 距离 公理 ,因而 是 匀 上 的 一 个 度量 . 对 于 度量 (7), 以 下 不 等 

式 是 关键 的 : 
| d(x,y) 二 Dy 2-idi(z;, yi) 十 去 ， (8a) 

i=1 

di(xiyy) MA 1 2d(r,y). (8b) 
设 区 ,EXCREN). 若 di(xt,y) 一 0 一 00,i EN), 则 由 式 (8a) 推 出 d(xz'， 


y') 一 0 一 co). 反之 ,车 d(x',y) 一 0( 王 00), 则 由 式 (8b) 推 出 di(zx!,y1) 一 
0 一 co € N). 这 就 得 到 : 


d(T,y) > OGYViE Nad(ry) 一 0 (一 oo). (9) 
在 式 (9) 中 取 y 二 € X 得 到 : 
d(T',T) > 0OViE Nd(r,z) 0 (一 co). (10) 


结合 式 (1) 与 式 (9) ,推出 投影 
Pi: (X,d) > (Xi,di) GEN) 

皆 一 致 连续 . 而 由 式 (10) 则 得 出 : (X,d) 中 的 度量 拓扑 就 是 积 拓扑 (用 命题 2. 3. 
7(iv) ,注意 X,X 都 是 第 一 可 数 空间 ,因而 只 需 考虑 序列 收敛 ). 这 一 事实 显示 出 
度量 定义 式 (7)? 的 合理 性 ,下 面 讨论 可 数 个 度量 空间 的 积 空间 时 ,总 认定 其 中 使 
用 依 式 (7) 定 义 的 度量 d. 

车 了 二 (1,2,…,n}, 则 可 更 简单 地 定义 

d(x,y) = Ddilzisy) (rsy € X), (11) 

同样 可 验证 与 前 面 类 似 的 结论 ,不 必 细 述 . 

若 了 是 不 可 数 的 , 且 每 个 X, 多 于 一 点 , 则 由 定理 2.4.7(ii) 得 出 X 依 积 拓扑 
不 是 第 一 可 数 空间 ,因而 不 可 能 在 X 中 定义 一 度量 ,使 其 度量 拓扑 为 积 拓扑 . 这 
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种 情况 自然 不 需 再 予 考 虑 . 

在 2.4B 中 ,我 们 界定 了 拓扑 性 质 的 遗传 性 .可 乘 性 与 在 连续 映射 下 的 不 变 
性 等 用 语 . 在 谈 到 度量 空间 的 拓扑 性 质 时 ,这 些 用 语 当然 仍然 适用 . 我 们 现在 需 
要 的 是 再 进一步 ,对 于 一 致 拓扑 性 质 , 亦 可 使 用 遗传 性 、 有 限 或 可 数 可 乘 性 在 一 
致 连续 映射 下 的 不 变性 等 术语 ,它们 的 意义 是 自明 的 ,因而 无 需 详细 界定 . 

在 前 面 两 章 中 ,我们 已 经 提 及 度量 空间 的 第 一 (或 第 二 ) 可 数 性 .可 分 性 、 正 
规 性 、 紧 性 等 拓扑 性 质 ,对 于 其 中 某 些 性 质 , 例 如 紧 性 ,还 要 作 进 一 步 的 考虑 .但 
说 到 一 致 拓扑 性 质 , 则 完全 是 一 个 新 的 对 象 , 现 在 还 不 清楚 , 它 究 况 具 体 指 哪 些 
性 质 . 下 面 就 来 考虑 第 一 个 (也 是 最 重要 的 一 个 ) 一 致 拓扑 性 质 , 即 下 段 所 说 的 完 
备 性 . 

B. 完备 性 

你 想必 对 如 下 分 析 定 理 有 深刻 印象 :一 实数 列 {zx,} 收敛 的 充 要 条 件 是 

lim | zw 一 了 | = 0, (12) 
这 就 是 著名 的 Cauchy 收敛 原理 ,而 式 (12) 就 是 Cauchy 条 件 . 从 逻辑 上 说 ,在 经 
典 微 积 分 学 的 理论 基础 中 ,唯一 重要 的 东西 就 是 Cauchy 收敛 原理 下. 条 件 (12) 
在 度量 空间 XX 中 的 推广 就 是 . 

lim d(x 7,) 一 0. (13) 
不 妨 也 称 式 (13) 为 Cauchy 条 件 . 但 现在 能 否 说 {zx,} CX 收敛 的 充 要 条 件 是 式 
(13) 成 立 ? 令 人 遗憾 的 是 ,答案 是 否定 的 ,可 证 实 这 一 点 的 反例 可 信 手 牛 来 . 例如 
取 久 二 (0,1) CR, 其 中 采用 平常 的 度量 , 令 工 , = 1/n(n EN), 则 {z) 显然 满 
足 Cauchy 条 件 (13), 但 它 在 XX 中 却 不 收敛 . 如 果 来 自分 析 的 经 验 能 说 明 问 题 ， 
那么 你 可 以 想象 ,不 能 用 Cauchy 收敛 原理 的 度量 空间 大 概 是 不 便于 应 用 的 ,至 
少 在 某 些 问题 上 应 将 它们 排除 出 去 . 这 就 需要 引进 如 下 概念 . 

4.1.4 定 义 若 度量 空间 X 中 的 序列 {x,} 满足 条 件 (13), 则 称 它 为 Cauchy 
序列 . 若 和 中 的 Cauchy 序列 均 收敛 , 则 称 XX 为 完备 度量 空间 ,简称 为 完备 空间 . 

若 (zh 所 和 是 收敛 序列 , 则 直接 看 出 它 必 满足 条 件 (13). 因此 可 将 完备 性 
条 件 改 述 成 :序列 {x,} 收敛 当 且 仅 当 它 满足 Cauchy 条 件 (13). 这 就 可 以 说 , 完 
备 空间 正 是 使 Cauchy 收敛 原理 成 立 的 度量 空间 . 经 典 的 Cauchy 收敛 原理 则 是 : 
R 是 一 个 完备 度量 空间 . 以 上 类 比 又 使 我 们 自然 期 待 : 凡 经 典 Cauchy 收敛 原理 
发 生 作 用 的 问题 ,在 完备 度量 空间 中 也 应 有 类 似 的 解法 . 现代 分 析 数 学 中 ,确实 
有 相当 一 部 分 收敛 性 问题 的 解决 依赖 于 一 定 度量 空间 的 完备 性 . 

用 简单 的 例子 就 可 指出 ,完备 性 不 是 拓扑 性 质 . 例如 ， 


@ 你 会 说 附 点 原理 或 区 间 套 定理 等 也 是 重要 的 . 但 你 将 很 快 看 到 ,它们 都 与 Cauchy 收敛 原理 等 价 ! 
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/:R— (~— 1,1), x > Darctan z (14) 


显然 是 一 个 同 胚 ,但 (一 1,1) 却 不 是 完备 的 . 尽管 如 此 ,还 是 可 用 研究 拓扑 性 质 的 
某 些 思路 来 考察 完备 性 . 例如 ,下 面 首先 给 出 完备 性 的 等 价 刻画 ,然后 考虑 某 种 
“不 变性 ”. 
4. 1.5 定理 ”对 于 度量 空间 X, 以 下 条 件 互相 等 价 ， 
(i) X 是 完备 的 ; 
(ii) 若 (8,} 是 XX 中 非 空间 集 的 降 列 , diam B, 一 0, 则 门 B, 关 作 . 
(iii) X 中 的 Cauchy 网 此 收敛 . 
一 个 网 {z,} CX 是 Cauchy 网 意味 着 它 满足 Cauchy 条 件 : 
lim dz,,7) 一 0， (15) 
即 
Ye 汪 >0,39torVs,t 之 io, 有 d(xs,7X) 之 &. (15)" 
证 二 GD. 取 zx, € B,(Vn €N), 则 
dzzn)< 委 diam 一 0 Gn,n— 00), 
可 见 {z,) 是 关中 的 Cauchy 序列 .由 多 完 备 有 Zz 一 xXx. 由 (zi: 之 n}CB, 及 
B, 为 闭 集 得 x € B,(Y n € N), 因此 x EN B,. 
(DD 过 GiD). 设 {xi:tE€ET}CX 是 一 Cauchy 网 . 取 刀 ET 人 ,使 得 
dr)<1 (Vt); 
再 取 ts 之 二, 使 得 
d(x,T) 1/2 (Vi 4,); 
依 此 继续 ,得 二 ts 二 … 声 4 声 …, 使 得 
d(zs7) ln (Vib n= 1,2,°"). (16) 
令 4 二 (zi:t 之 如 }(n EN), 则 {4,) 是 XX 中 非 空间 集 的 降 列 ,而 由 条 件 (16) 显 
然 推 出 (参考 习题 38) 
diam A, = diam A, — 0(n 一 co)， 
于 是 由 (有 zzEN 4.YVYnE€EN, 由 x€ 有 4, 与 式 (16) 易 推出 d(xz,zx,) 志 1/n, 因 
而 . 
dzoz) dr) 二 + 二 之 训 (Yt 之 4)， 


这 推出 zx, 一 工 . 
5iii) 之 (是 平凡 的 ， 口 
定理 4. 1.5 中 对 完备 性 的 等 价 刻画 (ii) 与 (iii) 都 是 很 有 趣 的 ,值得 作 一 些 说 
明 . 首先 ,你 注意 到 定理 4.1. 5(ii) 是 定理 3. 2.7(ii) 的 一 个 类 似 . 但 应 注意 一 个 不 
容 忽视 的 差别 :此 处 要 求 diam B, 一 0. 去 掉 这 一 条 件 ,就 不 能 从 完备 性 推出 
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们 B, 关 六 .例如 取 半 = 只 ,B= [n,o0), 则 {B,} 是 非 空 闭 集 的 降 列 ,而 门 B， 
= 7. 更 精巧 的 例子 是 取 关 = m (有 界 数列 空间 ), 其 中 度量 定义 为 
d(x,y) = suplzi—y| (zr,y € m). 

、 1 

B,= {0 ,0,7419") :1 SE |z| E20Y i 1)), 
则 {B,) 是 mm 中 非 空 有 界 闭 集 的 降 列 , diam B, 六 0, 人 B, = 亿 . 与 前 一 个 例子 
不 同 的 是 ,在 后 一 例子 中 B 皆 为 有 界 集 ,而 这 也 不 足以 保证 门 B; 关 他. 注意 ， 
加 进 diam B, 一 0 这 一 条 件 之 后 ,4. 1. 5(ii) 更 接近 于 经 典 的 区 间 套 定理 . 

对 于 4.1.50ii), 你 或 许 会 提出 这 样 的 问题 ;既然 度量 拓扑 可 仅 用 序列 刻画 
(参考 2. 1 节 式 (32)) ,何必 涉及 似 不 方便 的 网 呢 ? 问题 在 于 ,在 度量 空间 的 应 用 
中 , 常 不 免 要 用 到 收敛 网 ,这 与 度量 拓扑 的 刻画 方法 无 关 . 为 说 明 这 一 点 ,只 要 举 
初等 的 例子 就 够 了 . 例如 ,在 分 析 中 能 避免 函数 极限 吗 ?函数 极限 就 是 网 的 极限 ! 
设 f(z) 是 定义 于 [aee) 上 的 实 函 数 ,为 判定 当 z~ co 时 jz) 收敛 ,只 要 检验 
Cauchy 条 件 : ， 

Ye>0,3j 4 之 a,Yz,y 之 A, 有 |f(x) 一 f(y)| < 之 8， 
而 这 正 是 对 Cauchy 条 件 (15) 的 特殊 应 用 . 式 (15) 可 看 作 最 一 般 形式 下 的 Cauchy 
条 件 , 它 原则 上 涵盖 了 我 们 在 分 析 课 程 中 曾 用 过 的 所 有 Cauchy 条 件 ,因而 我 们 
实际 上 已 多 次 应 用 条 件 (15) 来 判定 收敛 性 ,只 是 没有 明确 意识 到 婴 了 . 你 不 妨 考 
虑 一 下 ,如 何 用 条 件 (15) 推 出 “Riemann 积分 和 ”收敛 的 充 要 条 件 . 

现在 考虑 完备 性 的 某 些 “不 变性 ” 

4. 1. 6 命题 (i) 完备 性 是 闭 遗 传 的 , 即 完备 度量 空间 的 闭 子 空间 是 完备 
的 . 

(ii) 设 和 是 可 数 个 度量 空间 X; 的 积 空间 , 则 X 是 完备 空间 驴 每 个 X; 是 完 
备 空间 . 因此 ,完备 性 是 可 数 可 乘 的 . 

Giii) 完备 性 在 一 致 同 构 映 射 之 下 保持 不 变 ;或 者 说 ,完备 性 是 一 致 同 胚 性 
质 . 

证 (iD 是 明显 的 . 

Gi) 若 关 是 完备 的 , 则 X; 作 为 X 的 闭 子 空间 (参考 习题 110) 亦 必 完 备 . 反 
之 , 设 每 个 X; 完 备 , 今 证 关 完 备 .不 妨 设 i 遍 取 自 然 数 . 任 取 半 中 的 Cauchy 序列 
{x*}. 结合 式 (13) 与 式 (8b) 看 出 ,Yi EN,{xf} 是 X; 中 的 Cauchy 序列 . 由 XX; 完 
备 , 有 一 XE Xi(k 玉 0o0,i EN), 令 工 = 二 (zi), 则 有 一 z(k 一 oo0). 这 表 
明 X 是 完备 的 . 

(ii) 设 忆 :和 一 了 是 一 致 同 构 , X 是 完备 空间 . 若 (Fx,} 是 Y 中 的 Cauchy 
序列 , 则 由 居 - 一 致 连续 (参看 式 (1) ) 推 出 {x,} 是 X 中 的 Cauchy 序列 . 设 志 一 
ZEX, 则 Fr 一 FrEy, 故 了 是 完备 的 . 口 
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完备 空间 的 开 子 空间 未 必 是 完备 的 ,例如 ,R 的 子 空间 (0,1) 就 显然 不 是 完 
备 的 . 完备 性 在 一 致 连续 映射 下 未 必 能 保持 ;例如 映射 (14) 是 一 致 连续 的 ,而 空 
间 ( 一 1,1) 却 不 是 完备 的 . 

对 照 命 顾 4. 1. 6 与 定理 3. 2. 4, 你 会 发 现 完备 性 与 紧 性 有 某 些 可 对 照 之 处 ， 
尽管 二 者 甚至 不 是 同一 类 的 性 质 ( 一 个 是 拓扑 性 质 , 而 另 一 个 是 一 致 拓扑 性 质 ). 
完备 性 与 紧 性 都 是 闭 遗 传 的 ; 紧 性 是 可 乘 的 ,而 完备 性 是 可 数 可 乘 的 ,当然 就 证 
明 难 易 而 言 二 者 不 可 同日 而 语 ; 紧 性 在 连续 映射 下 保持 不 变 , 而 完备 性 则 在 一 臻 
同 构 下 保持 不 变 . 这 种 对 照 将 有 助 于 对 完备 性 的 理解 与 运用 .后面 还 将 考虑 完备 
性 与 紧 性 的 其 他 一 些 对 比 . 

如 同 定理 3. 2. 4 是 构成 紧 集 的 重要 依据 一 样 ,命题 4. 1. 6 也 为 构成 完备 度量 
空间 提供 了 重要 方法 . 现在 我 们 可 以 毫 不 费力 地 举 出 大 量 完备 度量 空间 的 例子 . 

GD) R*, 其 中 = |IN|;R"(n EN). 

(ii) R“ 或 R" 的 任何 闭 子 空间 ,例如 R% ,J*,J 是 任何 闭 区 间 . 

(iii) 乘积 空间 了 X R,R4 X .等 . 

还 注意 到 一 个 类 似 于 推论 3. 2. 3 的 结果 :度量 空间 的 完备 子 空间 必 为 闭 集 . 
事实 上 , 若 4 是 和 的 完备 子 空间 ，(z,) 是 4 中 的 序列 , xz, 一 TEX, 则 {zx,) 是 
Cauchy 列 , 因 而 必 在 4 中 收 敛 ,这 就 推出 zx E 4, 即 4 为 闭 集 . 利用 以 上 结论 立 
即 推出 :度量 空间 的 非 闭 子 空间 必 不 完备 ;完备 空间 的 子 空间 是 完备 的 当 且 仅 当 
它 是 闭 的 . 这 样 , R" 的 任何 开 的 真子 集 都 不 是 完备 度量 空间 . 例如 , 开 区 间 (0,1) 
就 不 是 完备 的 . 

C. 全 有 界 性 与 紧 性 

现在 考虑 度量 空间 的 第 二 个 重要 一 致 拓扑 性 质 :全 有 界 性 . 下 面 将 发 现 , 它 
与 完备 性 及 紧 性 都 有 密切 联系 . 

4.1.7 定 义 设 4CX. 若 Ye>0,4 可 被 尺 中 有 限 个 半径 为 e 的 球 覆 盖 ， 
则 称 4 为 全 有 界 集 . 若 X 本 身 是 全 有 界 的 , 则 称 X 为 全 有 界 空间 . 

直接 从 定义 看 出 ,全 有 界 集 必定 是 有 界 的 ;但 其 道 则 未 必 为 真 . 若 4 CCX 全 
有 界 , > 0, 则 有 有 限 集 {zx;) C 和 ,使 得 

4CUB:(Czi)， 
如 上 的 {zx;} 称 为 4 的 一 个 E 网 (此 处 的 网 与 定义 2. 1. 9 所 定义 的 网 并 无 共同 之 
处 ). 不 妨 设 {z) C 4. 否则 , 取 w E 4 站 B(x;), 则 

A CU B,la), 
如 一 样 , 2e 也 是 任意 的 . 因此 , 4 是 全 有 界 集 名 4 作为 和 的 子 空间 是 全 有 界 
的 . 全 有 界 性 亦 可 描述 成 : 4 全 有 界 如 Vs > 0,4 的 开 和 覆盖 {B.(a) :a € A} 必 
含有 限 子 覆盖 . 由 此 看 出 ,全 有 界 性 似乎 亦 是 某 种 “有 限 覆盖 性 ”, 与 紧 性 应 有 某 
种 联系 是 很 自然 的 ,后 面 将 确切 描述 这 种 联系 (参看 推论 4. 1. 11). 但 紧 性 明显 地 
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强 于 全 有 界 性 . 请 注意 ,上 面 说 的 开 和 覆盖 {B.(a) : a E A} 仅 用 到 等 半径 的 球 ,这 
就 太 特殊 了 . 

以 下 是 对 于 全 有 界 性 的 一 个 有 点 出 人 意外 的 等 价 刻画 . 

4.1.8 引 理 设 ACX, 则 A 全 有 界 忆 A 中 任何 序列 有 一 Cauchy 子 列 ( 即 
满足 Cauchy 条 件 的 子 序列 ). 

证 只 需 对 4 一 和 证 明 .首先 设 和 全 有 界 , 任 给 序列 {x,} 己 义 , 今 证 {xz,} 
有 Cauchy 子 列 . 下面 的 证 明 方 法 实际 上 是 受 分 析 中 的 逐次 等 分 区 间 方 法 启示 得 
出 的 .不妨 设 x; 互 不 相同 , 设 B= {x,}. 因 XX 全 有 界 , 故 有 有 限 个 半径 为 1 的 球 
覆盖 关 , 其 中 必 有 一 个 , 记 作 B,, 它 含 中 中 无 限 个 点 ;又 有 有 限 个 半径 为 1/2 的 
球 履 盖 多 , 其 中 必 有 一 个 , 记 作 B:, 使 得 Bi 门 B: 含 号 中 无 限 个 点 . 如 此 继续 ,得 
到 一 系列 球 {B,},B, 的 半径 为 1/n,A, 会 门 1B; 含 B 中 无 限 个 点 . 取 z,€ 41; 取 
72 之 12 9 Ts, E A,;…, 如 此 得 到 {zx,) 的 子 列 《To Ta, E 4. 因 {zn :1 之 k}C 
Ai CC Bi, 故 

d (Xxn Tn,) diam B22/k—>0 (>k,k— 00). 


故 {zx}) 是 一 Cauchy 序列 . 

反之 ,车 并 非 全 有 界 , 则 有 上 > 0, 和 不 被 有 限 个 半径 为 < 的 球 覆 盖 . 任 取 zz 

EX, 必 有 z € XX\B.(z1), 又 有 

Ti € [Bx) U B,Cr,)}. 
如 此 继续 ,得 到 一 序列 {x,} CX. 因 当 mm 了 关 n 时 d(znyz,) 之 6, {Xz,) 必 无 Cauchy 
子 列 . 口 

引 理 4.1.8 给 出 了 全 有 界 性 的 一 个 新 刻画 ,不 妨 称 之 为 Cauchy 子 列 刻画 . 
对 于 全 有 界 性 的 判定 与 运用 ,Cauchy 子 列 刻画 有 时 是 更 方便 的 . 

如 我 们 通常 所 循 的 思路 ,下 一 步 是 看 如 何 利用 已 知 的 全 有 界 集 构成 新 的 全 
有 界 集 . 

4. 1.9 命题 〈i) 全 有 界 性 是 遗传 的 , 即 全 有 界 集 的 子 集 是 全 有 界 的 . 

(ii) 全 有 界 性 是 可 数 可 乘 的 , 即 若 交 , 是 可 数 个 全 有 界 空间 , 则 其 积 空间 X 
是 全 有 界 的 . 

(iii) 全 有 界 性 在 一 致 连续 映射 下 保持 不 变 , 即 车 六 全 有 界 , 下 :XX 一 了 一 
臻 连续, 则 FX 在 Y 中 全 有 界 . 

(iv) 车 4,B CCX 全 有 界 , 则 A UB 与 4 均 爹 有 界 . 

证 其 中 (是 明显 的 ;iii) 与 Giv) 亦 容易 用 引 理 4.1. 8 所 给 的 Cauchy 子 列 
刻画 证 明 , 故 只 需 证 (ii). Ve> 0, 取 nn 充分 大 ,使 2 了 "二 e/2. 对 于 1 过 i 声 n, 取 
有 限 集 B; CC Xi, 使 得 

Xi= UY, Bd) (<i<n). (17) 
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VIP 取 定 b; € X,， 于 是 


B= Ja x 六 多) 


是 X 的 有 限 子 集 . 任 给 z E XX， 用 式 (17) 得 出 6 = (6:) € B, 使 得 di(z;,b,) 二 
e/2(1 声 i 声 n). 于 是 由 式 (8a) 有 


d(z,6) < D2Tidi(zisb) 十 二 
i=]1 


< 十 六 一 6， 
即 z € B.C6), 可 见 {B.C(6) :5 € B) 覆盖 X. 故 X 是 全 有 界 的 . 口 
利用 引 理 4.1. 8 与 命题 4. 1. 9, 现 在 可 举 出 许多 全 有 界 集 的 例子 . 
(i) 4 CR 是 全 有 界 的 对 4 是 有 界 的 (用 引 理 4.1.8 推出 ). 
(ii) 任 给 有 限 区 间 J CR,J" 是 全 有 界 的 ,因而 其 子 集 是 全 有 界 的 . 这 就 推 
出 4CR" 全 有 界 名 A 有 界 . 
Gii) 任 给 4 CR,A* 全 有 界 驴 4 有 界 . 
(iv) Cauchy 序列 (看 作 子 集 ) 是 全 有 界 的 . 
由 命题 4. 1. 9(iii) 也 推出 ,全 有 界 性 是 一 致 拓扑 性 质 . 另 一 方面 ,利用 同 胚 映 
射 (14) 说 明 , 全 有 界 性 不 是 拓扑 性 质 ; 在 式 (14) 中 , (一 1,1) 是 全 有 界 的 ,而 R 则 
不 是 . 
现在 转向 考虑 紧 性 . 与 完备 性 及 全 有 界 性 不 同 , 紧 性 是 拓扑 性 质 ,但 它 对 于 
度量 空间 有 非 同 寻常 的 意义 . 有 两 点 特别 值得 注意 . 其 一 是 多 种 不 同意 义 的 紧 性 
对 于 度量 空间 成 为 一 致 了 . 命题 3. 2. 10 已 经 指明 ,对 于 度量 空间 来 说 ,序列 紧 、 
可 数 紧 与 华 点 紧 是 一 致 的 . 下面 还 要 指明 以 上 三 种 紧 性 与 定义 3.2. 1 意义 上 的 
紧 性 也 是 一 致 的 ,这 就 完全 消除 了 产生 歧义 的 可 能 . 其 二 是 度量 空间 的 紧 性 可 通 
过 完备 性 与 全 有 界 性 这 样 一 些 非 拓扑 性 质 来 刻画 (这 一 点 下 面 就 要 证 明 ) ,而 这 
对 于 一 般 拓扑 空间 是 不 可 能 的 . 
且 看 下 面 这 个 中 心 结果 . 
4. 1. 10 定理 对 于 度量 空间 XX, 以 下 条 件 互相 等 价 : 
(和 是 紧 空 间 ; 
(ii) 和 序列 紧 , 即 其 中 任何 序列 有 收敛 子 列 ; 
(iii) 关 可 数 紧 , 即 其 中 非 空 闭 集 的 降 列 有 非 空 交 ; 
(iv) 和 聚 点 紧 , 即 其 中 任何 无 限 子 集 有 聚 点 ; 
(v) 多 完备 且 全 有 界 ; 
《vi) 关 全 有 界 , 且 对 XX 的 任何 开 覆 盖 .xx ,存在 > 0, 使 得 
{B.(z) : TEX}.x.， (记号 依 1.1 节 式 (26)) (18) 
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最 后 这 个 性 质 以 Lebesgue 覆盖 引 理 著称 ,其 中 e 称 为 覆盖 .er 的 Lebesgue 
数 . 

证 已 经 知道 (GD) 之 (ii) 优 (iii) 估 (iv)( 参 看 命题 3. 2. 9 与 命题 3.2.10).- 

4i) 傅 (v). 首先 设 民 序列 紧 . 任 给 序列 {x,} C X,{z) 必 有 收敛 子 列 , 因 而 
有 Cauchy 子 列 ,这 表明 天 全 有 界 ( 用 引 理 4.1.8). 若 {zx,) CC 和 是 Cauchy 序列 ， 
取 (zx,} 的 收敛 子 列 {x。), 设 ZX, 一 EX, 则 由 

d(xs,7) ES d(x Ts) + dr, ,7) 
与 Cauchy 条 件 ( 见 式 (13)) 推 出 zx, 一 x. 这 表明 和 是 完备 的 . 

其 次 设 义 完 备 且 全 有 界 . 任 给 序列 {x,} CC 久 , (zx,} 必 有 Cauchy 子 列 {x,} 
(用 引 理 4.1.8), 而 由 完备 性 {zx,) 必 收 敛 , 故 XX 是 序列 紧 的 . 

(iD 一 (vi). 设 和 序列 紧 , 则 由 已 证 的 (ii) 扣 (v) 知 X 必 全 有 界 . 设 对 区 的 某 
个 开 覆 盖 -or ,Ve > 0, 条 件 (18) 不 满足 , 今 由 此 推出 矛盾 . Yn E N， 必 有 z € 
区 ,使 得 

BT) FA (VAE Le) (19) 
取 序 列 {zx,} 的 收敛 子 列 {zx,), 设 ,一 工 . 为 记号 简便 ,不 妨 设 就 是 z, 一 +. 取 
4E-o, 使 rE4. 因 z 是 4 的 内 点 , 故 有 ~r>0, 使 BCz)CA4. 于 是 由 zz. 一 
工 及 1/n 一 0(n 一 co) 推出 , 当 n 充分 大 时 有 
Bin(z) CB CA, 
这 与 式 (19) 相 矛盾 . 

(vi) 志 (让). 设 条 件 (vi) 满 足 ,-o 是 XX 的 任 一 开 覆 盖 . 取 定 e > 0, 使 条 件 
(18) 满 足 . 由 全 有 界 性 ,从 X 的 开 和 覆盖 {B.(z) : x € 和 X) 中 可 取出 有 限 子 覆盖 ， 
然后 由 式 (18) 得 出 ex 有 有 限 子 覆盖 . 故 和 是 紧 空间 . 口 

这 样 ,对 于 度量 空间 的 紧 性 刻画 ,我 们 就 有 了 由 定理 4. 1. 10 给 出 的 这 一 很 
长 的 清单 .有 许多 形式 上 很 不 相同 的 方法 可 用 来 判定 紧 性 ,这 是 一 件 好 事 , 但 更 
有 意义 的 是 ,将 来 源 与 背景 都 很 不 相同 的 许多 命题 用 紧 性 这 一 概念 统一 起 来 ,这 
足以 表明 在 以 度量 空间 为 框架 的 一 般 极限 论 中 , 紧 性 起 着 中 心 作用 . 如 果 退 回 到 
最 简单 的 情况 和 = [a, 匀 , 则 定理 4.1. 10 中 的 (一 (v) 分 别 对 应 着 有 限 覆 盖 定 
理 、 聚 点 原理 、 闭 集 套 定理 (更 特殊 地 ,区 间 套 定理 ) .Cauchy 收敛 原理 . 这 些 基本 
定理 的 统一 一 直 是 我 们 关注 的 目标 之 一 ,现在 终于 得 以 实现 . 

在 涉及 紧 性 的 论证 中 ,定理 4.1.10 中 的 诸 条 件 虽然 实质 上 等 价 ,但 并 非 有 
同样 被 利用 的 机 会 . 如 我 们 曾 提 到 的 , “收敛 子 列 条 件 ”( 即 定理 4. 1. 10(ii)) 似 和平 
最 具 优 势 . 在 定理 4.1. 10 的 证 明 中 ,我 们 就 尽 可 能 地 利用 了 这 一 优势 ,这 是 很 值 
得 你 仔细 体会 的 . 当然 ,其 他 条 件 都 有 其 适当 的 应 用 机 会 . 

利用 子 空间 概念 ,定理 4.1.10 自然 可 用 于 度量 空间 中 紧 集 的 刻画 . 不 过 ,为 
应 用 方便 起 见 , 不 如 直接 写 出 以 下 结论 . 
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4.1.11 推 论 设 和 是 完备 度量 空间 , 4 人 买 , 则 以 下 条 件 互 相等 价 : 

(Gi) 4 是 相对 紧 集 ; 

Gii) 4 中 任何 序列 有 收敛 子 列 (其 极限 不 必 属 于 4 !); 

(iii) 4 是 全 有 界 的 . 

完全 平行 地 可 以 写 出 以 下 条 件 互相 等 价 : 

(GD 4 是 紧 集 ; 

GiD' 4 中 任何 序列 有 收敛 子 列 且 其 极限 属于 4; 

Ciii)” 4 是 全 有 界 闭 集 . 

证 ”中 名 (GD, 车 A 相对 紧 , 则 4 是 紧 集 ,因而 4 中 任何 序列 必 有 收敛 子 
列 .反之 , 设 4 中 任何 序列 有 收敛 子 列 ,而 {xz,} CC A.Yn EN, 取 a, € 4, 使 
d(a,7,) 过 1/n. 因 {a,} 有 收敛 子 列 , 故 {zx,} 亦 必 有 收敛 子 列 , 因 此 4 为 紧 集 
(用 定理 4.1.10), 从 而 4 是 相对 紧 集 . 

G) 全 (iii), 若 4 是 相对 紧 集 , 则 所 为 紧 集 ,因而 是 全 有 界 集 ( 用 定理 
4. 1. 10) ,于 是 4 为 全 有 界 集 ( 用 命题 4.1.9). 反 之 , 若 4 是 全 有 界 集 , 则 4 亦 为 
全 有 界 集 (用 命题 4.1. 9). 另 一 方面 , A 也 是 完备 的 (和 的 完备 性 用 于 此 !1), 故 A 
是 紧 集 (用 定理 4.1. 10), 从 而 4 为 相对 紧 集 . 口 

注意 ,以 上 证 明 仅 在 最 后 一 步 用 到 完备 性 . 因此 ,从 推论 4.1.11 中 去 掉 完备 
性 假设 后 , 仍 有 结论 :GD) 拓 (Cii) 之 (iii). 当初 并 不 很 明确 的 全 有 界 概念 ,现在 可 以 
说 很 清楚 了 :在 完备 空间 中 ,全 有 界 集 原来 就 是 相对 紧 集 ! 若 和 不 完备 , 则 和 中 
的 全 有 界 集 不 必 是 相对 紧 集 . 例如 ,有 理 点 集 Q 作为 R 的 子 空间 是 不 完备 的 ,Q 
的 子 集 4=Qfn (0,1) 作为 R 的 有 界 子 集 是 全 有 界 集 , 但 4 在 Q 中 却 不 是 相对 
紧 集 , 因 4 在 Q 中 的 闭 包 = Qm [0,1] 不 是 紧 集 . 

前 面 我 们 已 经 指出 ,对 于 R”" 中 的 子 集 , 有 界 即 全 有 界 . 于 是 从 推论 4. 1. 11 
得 出 如 下 最 常用 到 的 简单 事实 . 

4.1.12 推论 设 4CR"， 则 

(i) 4 相对 紧 对 4 有 界 合 4 全 有 界 ; 

(ii) 4 是 紧 集 4 是 有 界 闭 集 . 

最 后 这 个 结论 在 完备 度量 空间 式 中 的 推广 就 是 : 4CC 式 是 紧 集 驴 4 是 全 有 
界 闭 集 ( 依 推论 4. 1. 11). 这 就 凸显 出 一 般 度量 空间 中 的 全 有 界 性 , 恰 相 当 于 R* 
中 的 有 界 性 . 

考虑 应 用 紧 度 量 空 间 的 一 个 典型 例子 . 我 们 曾 多 次 提 到 关于 连续 函数 的 基 
本 定理 ,它们 涉及 闭 区 间 上 连续 函数 的 三 个 基本 性 质 : 有 界 性 、 介 值 性 与 一 致 连 
续 性 . 关于 有 界 性 与 介 值 性 的 定理 都 获得 了 极 一 般 的 意义 (参看 命题 3. 2. 5(ii) 
与 定理 3. 3. 2). 现在 是 推广 第 三 个 定理 的 时 候 了 . 这 件 事 做 起 来 其 实 很 容易 . 

4.1.13 定理 设 式 与 了 是 度量 空间 , X 是 紧 的 , fF € C(X,Y), 则 下 必 一 
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致 连续 . 
证 用 反 证 法 . 设 眉 非 一 致 连续 , 则 条 件 (17 不 成 立 , 即 有 zy E X(n E 
N)，, 使 得 
d(x,,Y,) 0, dl(Fzr,,Fy,) 女 0， (20) 
于 是 有 上 > 0,{z,} 的 子 列 (x,,), {y,) 的 子 列 {y), 使 得 
d (Fx, ,Fy,) > €. 
为 记号 简便 ,不 妨 以 4 代 n, 于 是 将 式 (20) 改 写成 


d(xzasyn) 0, dlFr,sFy,)>e. (20) 
用 XX 的 紧 性 , 取 {x,} 的 收敛 子 列 {z,), 设 ,一 z+, 则 亦 有 ,一 工 于 是 用 连续 
性 与 式 (20) 得 出 dCFz,PFz) 之 e, 得 出 矛盾 .因此 己 必 一 致 连续 . 口 


在 以 上 证 明 中 ,我 们 有 意 使 用 了 特别 值得 推荐 的 “收敛 子 列 论证 ”, 方 法 之 简 
捷 , 足 以 使 人 满意 . 因为 这 种 证 法 用 得 很 多 ,不 妨 归 纳 出 某 种 一 般 模 式 . 设 要 证 某 
个 与 紧 度 量 空间 有 关 的 命题 P, 用 反 证 法 : 设 P 不成立, 而 P 的 反面 导致 立 中 
一 定 序列 存在 ,这 些 序列 存在 收敛 子 列 将 导致 蔬 盾 . 要 能 熟练 运用 这 种 论证 法 ， 
自然 有 赖 于 适当 的 练习 . 本 章 末 的 习题 242 一 249 是 特别 值得 推荐 的 . 

D. 第 二 纲 性 

下 面 要 考虑 的 第 二 纲 性 本 身 与 度量 并 无 关系 ,纯粹 是 一 种 拓扑 性 质 , 但 其 应 
用 则 多 半 与 完备 度量 空间 联系 在 一 起 ,因而 放 在 此 处 考虑 . 

4.1.14 定义 设 和 是 一 拓扑 空间 , ACX. 若 (47)"= 好, 则 称 4 为 玻 集 或 
无 处 稠密 集 . 琉 集 的 可 数 并 称 为 第 一 纲 集 ; 非 第 一 纲 集 称 为 第 二 纲 集 . 若 X 本 身 
是 第 二 纲 集 , 则 称 X 为 Baire 空间 . 若 X 是 Baire 空间 且 4CX 为 第 一 纲 集 , 则 称 
4 为 剩余 集 . 

直接 从 定义 可 作出 如 下 简单 结论 . 

GD 闭 集 成 为 朴 集 的 充 要 条 件 是 它 没有 内 点 . 闭 朴 集 的 最 著名 例子 是 Cantor 
集 P = [0,1J CC, 其 中 


G=U [se ko 2 1 


琉 集 不 可 能 有 内 点 ,但 无 内 点 的 集 未 必 是 朴 集 ,除非 它 是 闭 集 . 例如 , R 中 的 有 
理 点 集 就 不 是 玖 集 . 

(ii) R 中 的 单 点 集 是 疏 集 ,因而 了 R 的 任何 可 数 子 集 ( 如 有 理 点 集 ) 是 第 一 纲 
集 . 第 一 岗 集 的 子 集 与 第 一 纲 集 的 可 数 并 均 为 第 一 纲 集 . 

Ci) 车 4 =U 4, 是 第 二 岗 集 , 则 必 有 某 个 4, 不 是 疏 集 ; 若 4A, 均 为 闭 集 , 则 
必 有 某 个 4A, 含 内 点 . 

第 一 纲 集 是 否 有 内 点 ,无 理 数 集 是 否 为 第 二 纲 集 ,这 样 一 些 问 题 并 不 易 直 接 
从 定义 4.1.14 得 到 回答 .这 些 问 题 的 解答 依赖 于 以 下 基本 定理 , 它 的 某 种 最 初 
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形式 由 Baire 于 1899 年 证 明 . 

4. 1. 15 Baire 定理 设 X 是 完备 度量 空间 或 LCH, 则 和 是 Baire 空间 ,其 中 
的 第 一 纲 集 无 内 点 ,而 剩余 集 是 第 二 纲 集 与 稠 集 . 

完备 度量 空间 类 与 LCH 类 是 互 不 包含 的 ?, 因 此 定理 关于 这 两 类 空间 的 结 
论 都 有 独立 价值 . 不过, 下面 的 证 明 只 对 完备 度量 空间 进行 ,对 LCH 证 明 应 作 的 
改动 是 比较 明显 的 . 

证 表面 上 ,定理 包含 三 个 结论 : 

(1) 是 第 二 岗 集 ; 

(ii) 车 4 CX 是 第 一 纲 集 , 则 4° = 纪 ; 

Gii) 若 4 CX 是 剩余 集 , 则 4 是 第 二 纲 集 且 4 二 XX. 
若 假定 结论 (ii) 已 获 证 , 则 X 必 为 第 二 纲 集 (否则 X" = 个 ! ), 且 当 4 为 第 一 纲 
集 时 4 必 非 第 一 纲 集 (否则 和 = 4A U 4 是 第 一 纲 集 !), 4" = 他, 因而 4 二 XX. 
可 见 只 需 证 结论 (ii). 

设 4A 二 U 4,,4, 是 玖 集 , 今 证 4° = 了 O. 反 设 A4° 关 他, 下 面 导 出 矛盾 . 由 4， 
为 玖 集 推出 

和 = (4A,)” 二 As， (用 2.1 节 式 (14)) 
可 见 4? 是 稠 开 集 (Vn € N). 因 4° 站 4A? 是 非 空 开 集 (用 命题 2. 4. 11), 它 必 包 
含 一 个 半径 过 1 的 闭 球 B,; 同 理 , Bi 们 4? 必 包 含 一 个 半径 二 1/2 的 闭 球 B,,…， 
一 般 地 ,， B,_1 门 4? 必 包 售 一 个 半径 二 1/n 的 闭 球 B,,n = 1,2,…, 约定 B。 = 
4". 因 diamBB, ~> 0, 于 是 由 定理 4.1.5 有 xzEN 6B. 显然 
-EBCANMNArCA. 
但 另 一 方面 有 
TEBCB, MN ACCA, (Vn€N) 

因而 xz EN 4s== 4°, 得 出 矛盾 . 口 

由 定理 4.1.15 立即 得 出 :车 XX 是 完备 度量 空间 或 LCH, 则 其 中 含 内 点 的 集 
均 为 第 二 纲 集 . 例如 , R" 中 的 任何 开 球 都 是 第 二 纲 集 . 这 就 表明 第 二 纲 集 普遍 地 
存在 . 无理 点 集 在 R 中 是 剩余 集 , 因 而 必 为 第 二 纲 集 . 这 个 例子 表明 第 二 纲 集 不 
必 有 内 点 . | 

Baire 定理 的 意义 在 于 揭示 了 完备 度量 空间 (或 LCH) 中 的 第 一 纲 集 与 剩余 
集 的 极端 对 立 @. 若 X 是 完备 度量 空间 (或 LCH) , 则 无 论 怎样 从 苞 中 挖 去 第 一 
纲 集 ,即使 相继 挖 去 无 限 可 数 多 次 , X 中 剩余 的 部 分 仍然 是 第 二 纲 集 且 在 各 中 


@ 如 Hilbert 空间 L? 是 完备 度量 空间 而 非 LCH; 实 区 间 (0,1) 是 LCH 而 非 完备 度量 空间 . 


@@ 第 一 纲 集 与 第 二 纲 集 固然 有 本 质 差别 ,但 一 般 并 不 呈现 出 第 一 纲 集 与 剩余 集 之 间 那 种 对 立 关 
系 . 
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稠密 . 这 就 表明 ,在 某 种 意义 上 ,就 在 和 X 中 的 “浓度 ”而 言 ,第 一 纲 集 与 其 剩余 集 
处 于 两 个 极端 :第 一 纲 集 是 空间 中 的 “几乎 可 忽略 部 分 ”, 而 剩余 集 则 占据 了 空间 
的 “几乎 全 部 ”, 因 而 表现 出 某 种 不 可 穷竭 性 . 直观 上 , X 中 的 第 一 纲 集 与 其 剩余 
集 的 关系 恰 如 R 中 有 理 点 集 与 无 理 点 集 的 关系 . 这 种 初步 理解 有 助 于 你 认识 
Baire 定理 的 意义 . 

Baire 定理 为 抽象 地 刻画 “稀有 性 ”与 “一 般 性 ”提供 了 一 种 拓扑 方法 . 一 般 的 
模式 是 :如 果 状 态 变 元 z 的 变 域 是 某 个 完备 度量 空间 (或 LCH) X, 某 种 状态 对 
应 于 X 的 子 集 4, 则 当 4 是 第 一 纲 集 或 剩余 集 时 ,分 别 认为 该 状态 是 “几乎 不 出 
现 ” 或 “几乎 必然 出 现 ” 的 0. 这 一 方法 在 现代 数学 中 导致 异常 深刻 的 结果 实在 是 
一 件 可 庆幸 的 事 . 可 惜 , 由 于 背景 知识 的 缺乏 ,本 书 并 不 能 提供 多 少 例子 . 但 如 下 
的 简单 例子 也 足以 说 明 问 题 . 

4.1.16 例 设 yJ=[0,1]. 对 R" 中 任 一 连续 曲线 zz: J 一 R ,其 长 度 ! 定 义 
为 


{= sup >) [AzG,)|,， 
i=1 
其 中 Art) == zx(#) 一 z(t-1),sup 是 对 J 的 所 有 分 划 
0 一 和 < 挟 丰 所 所 旋 一 1 (21) 
取 的 . 利用 显然 的 不 等 式 
maxlzi| < 1z| < 2) 1zl (T= (ri) € R"), 
容易 看 出 
1 1 
max V(zi) le > V(ri)， 


其 中 工 王 工 () 一 CDszaCD ra) VCz) 记 函 数 z(t) 在 区 间 [0,1] 上 的 
全 变 差 . 因此 ， 

(<<o 提 VCGD <co Si<n. 

现在 取 和 Xi = C(J),X 依 度量 
da(zyy) = max|z(t) — y(t)| (x,y € X) 
是 一 完备 度量 空间 . 令 
A= {z EX V(r) < 0), 

今 证 4 是 第 一 纲 集 . 显然 4 一 UY4,, 其 中 

4= {rE XV Sa) CEN) 


@ 这 些 说 法 仅 具 有 比拟 的 意义 ,它们 并 不 具有 比 Baire 定理 所 表述 的 更 多 的 涵义 ， 
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只 要 证 4, 是 闭 朴 集 . 固 定 EN, 设 (zi) C4，, 在 和 中 心 一 一 co)， 则 
> |Art(G)| 委 (位 ) 如 式 (21)); 


令 一 oo 得 > ,|1AzG)| < 7 从 而 V(z) 过， 


ZzE 4,. 故 4. 是 闭 集 . 其 次 证 4" = 个, 即 录 一 
X. 这 相当 于 指明 上 每 个 连续 函数 可 用 全 变 差 
2 的 连续 函数 一 致 通 近 . 这 在 直观 上 是 显然 
的 :每 个 连续 函数 z() 总 可 用 如 图 4-1 所 示 的 锯 
齿 形 函数 zx;(1) (之 1) 一致 通 近 .更 详细 的 步 又 
不 必 具 体 写 出 . 

这 就 得 出 结论 : X 中 的 有 界 变 差 函 数 是 极 


/=[0,1] 其 “稀少 ”的 . 或 者 说 ,几乎 所 有 连续 函数 具有 无 
图 4-1 限 大 的 全 变 差 . 由 本 例 开头 的 讨论 ,进而 又 推出 


颇 令 人 惊讶 的 以 下 结论 :在 R" 中 ,几乎 所 有 连续 
曲线 (即使 限于 有 界 区 域内 ) 都 是 无 限 长 的 ! 

如 不 用 Baire 定理 ,你 能 想象 可 用 常规 方法 达到 以 上 结论 吗 ? 

E. 度量 化 定理 

本 节 的 内 容 已 充分 显示 出 ,相对 于 一 般 拓 扑 空间 而 言 ,度量 空间 具有 明显 的 
优势 . 这 就 自然 提出 一 个 问题 :如 何 判定 一 个 拓扑 是 度量 拓扑 ? 这 一 问题 已 彻底 
解决 ,但 完全 的 解答 依赖 于 较 复杂 的 方法 ,难以 在 此 作 详 细 介 绍 . 但 若 限于 考虑 
可 分 空间 , 则 问题 的 解决 要 容易 得 多 .下面 就 来 处 理 这 种 简单 情况 . 首先 给 出 一 

4.1.17 定 义 设 (X,7) 是 一 拓扑 空间 . 若 X 上 可 定义 一 个 度量 4, 使 + 恰 
为 a 生成 的 度量 拓扑 (或 说 4 是 7 的 一 个 相 容 度量 ). 则 称 r* 为 可 度量 化 拓扑 ,而 
称 X 为 可 度量 化 拓扑 空间 ,简称 为 可 度量 化 空间 . 

一 县 已 断定 某 个 拓扑 空间 X 是 可 度量 化 的 ,就 可 将 有 关上 度量 拓扑 的 所 有 结 
论 应 用 于 空间 X. 例如 ,我 们 能 断定 :XX 可 分 全 XX 是 第 二 可 数 的 ; X 是 紧 的 后 和 
是 序列 紧 的 ,等 等 . 在 这 样 做 时 ,并 不 必 实 际 联系 于 某 一 特定 度量 . 只 是 在 必要 时 
才 依 方便 选择 某 个 适当 的 相 容 度量 来 处 理 X 中 的 拓扑 问题 ,而 不 论 拓扑 + 的 最 
初 来 源 是 否 联系 于 该 度量 . 可 度量 化 概念 的 好 处 主要 在 此 . 

可 度量 化 概念 的 表述 中 虽然 涉及 度量 ,但 它 是 一 个 拓扑 概念 ,原则 上 可 从 纯 
粹 的 拓扑 考虑 作出 判断 ,而 不 依赖 于 特定 度量 的 选择 . 对 于 可 度量 化 拓扑 的 运用 
来 说 ,关键 的 事情 是 确立 相 容 度量 的 存在 性 . 至 于 是 否 要 实际 构造 出 某 个 相 容 度 
量 , 则 取决 于 问题 的 具体 需要 ,未 必 总 是 重要 的 . 

关键 的 问题 是 可 度量 化 的 判定 . 否定 判断 通常 要 容易 些 : 指 出 所 考虑 的 拓扑 
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不 具有 度量 拓扑 的 某 一 个 (随便 哪 一 个 ) 性 质 就 够 了 . 例如 ,我 们 已 经 知道 ,度量 
空间 是 第 一 可 数 的 ;可 分 性 等 价 于 第 二 可 数 性 ;是 正规 空间 ; 紧 性 等 价 于 序列 紧 
性 等 .不 具备 这 些 性 质 中 任何 一 条 的 拓扑 ,都 可 立即 排除 在 可 度量 化 拓扑 之 外 . 
例如 ,在 2. 4C 中 (参看 例 2. 4. 8) ,通过 指出 R"* 不 是 第 一 可 数 空 间 得 出 其 中 的 拓 
扑 不 能 由 某 个 度量 生成 , 正 是 以 上 方法 的 应 用 . 至 于 肯定 判断 ,一 方面 可 利用 如 
下 简单 事实 “可 度量 化 性 是 遗传 的 与 可 数 可 乘 的 (参看 本 节 A 段 ). 另 一 方面 则 
可 借助 于 一 定 度 量化 定理 .下 面 就 是 一 个 较 简 单 的 度量 化 定理 . 

4.1.18 定 理 (Urysohn,1924) 对 于 拓扑 空间 X, 以 下 条 件 互相 等 价 : 

(i) 和 是 可 分 的 可 度量 化 空间 ; 

Qi) X 是 第 二 可 数 的 正则 空间 ; 

(iii) 其 可 拓扑 般 入 J*,J = [0,1],w% = IN|. 

证 《iD) 一 (ii) 是 平凡 的 (参考 命题 2. 4. 12). | 

Gi) 过 Gii). 设 X 是 第 二 可 数 的 正则 空间 , 由 定理 3.1.18, X 是 正规 空间 ,从 
而 是 全 正则 空间 ,于 是 由 定理 3.1.14 知 XX 可 拓扑 嵌入 到 . 

(iii) 之 (0. J 显然 是 可 分 度量 空间 ,因而 "的 任何 子 空间 都 是 可 分 度量 空 
间 . [J 

你 注意 到 ,看 来 颇 为 深刻 的 度量 化 定理 ,其 证 明 况 出 人 意外 地 简单 ,这 当然 
是 利用 了 定理 3. 1. 14 与 定理 3. 1. 18 等 强 有 力 定理 的 结果 . 直接 由 定理 4. 1. 18 
推出 , ”是 可 分 可 度量 化 空间 的 万 有 空间 (参考 3. 1C). 这 一 断 语 最 清楚 地 表达 
了 可 分 可 度量 化 空间 类 的 全 和 貌 . 可 以 说 ,关于 可 分 可 度量 化 空间 的 全 部 信息 已 完 
全 蕴藏 于 空间 六 之 中 了 . 空间 ”有 相对 简单 且 明 晰 的 构成 ,无 疑 更 便于 处 理 与 
运用 . 

在 这 一 点 上 ,对 于 度量 空间 的 可 分 性 自然 增加 了 一 些 新 的 兴趣 . 让 我 们 给 出 
下 面 这 个 简单 而 常用 的 结果 . 

4. 1. 19 命题 全 有 界 度量 空间 是 可 分 的 . 因此 ,度量 空间 的 全 有 界 子 集 与 
相对 紧 子 集 是 可 分 的 . 

证 设 和 是 全 有 界 度量 空间 . Yn E N, 取 有 限 集 4, C X, 使 得 

X 一 ,以 Bla). (EN) 
令 4==UA4, 则 4 是 可 数 集 , 今 证 瓦 = 于 为 此 ,只 要 对 任 给 x E ,r+ 之 0, 证 
A 门 B.(z) 关 儿 (用 命题 2.4.11). 取 定 zE€XX 与 之 0. 取 nEN, 使 1/n < 过 r; 
取 a € 4,, 使 TE By,,(a); 则 
a €E By(r) C Br), 

故 得 A 站 B,(x) 天 休 . 口 

结合 定理 4. 1. 18 与 命题 4. 1. 19 有 以 下 推论 . 
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4. 1. 20 推论 (iD 和 是 紧 的 可 度量 化 空间 驴 X 是 第 二 可 数 的 紧 T 空间 
兮 和 可 作为 闭 子 空间 拓扑 嵌 人 王 . 

(ii) 和 是 可 分 的 可 度量 化 空间 仿 X 同 胚 于 某 个 紧 度 量 空间 的 一 个 稠密 子 空 
加. 

证 〈i) 是 明显 的 . 

(ii) 设 和 是 可 分 可 度量 化 空间 , 则 和 可 拓扑 嵌入 (用 定理 4.1.18), 设 
X 关 4Cw. 因 必 是 紧 度 量 空间 , 故 其 闭 子 空间 4 亦 是 紧 度 量 空间 , 4 显然 在 
4 中 稠密 . 逆 命题 直接 由 命题 4. 1. 19 推出 . 口 


4.2 一 致 空间 


在 上 节 中 ,我 们 将 在 一 致 同 构 映 射 下 保持 不 变 的 性 质 界定 为 一 致 拓扑 性 质 ， 
并 将 其 与 拓扑 性 质 相 对 照 . 但 如 果 你 仔细 琢磨 一 下 ,就 会 发 现 这 一 对 照 有 一 令 人 
困惑 不 解 的 缺陷 :保持 拓扑 性 质 不 变 的 同 胚 , 实 现 拓扑 结构 的 完全 对 应 ,而 拓扑 
结构 可 确切 地 界定 为 服从 开 集 公理 的 开 集 族 . 与 此 相对 照 , 由 一 致 同 构 所 实现 互 
相对 应 的 空间 结构 又 是 什么 呢 ? 我 们 知道 ,由 一 致 同 构 所 传递 的 空间 结构 既 不 是 
拓扑 也 不 是 度量 (二 者 分 别 与 同 胚 .等 距 同 构 相 联系 ,应当 是 介 于 拓扑 与 度量 之 
间 的 某 种 “一 致 结构 ”那么 一 致 结构 的 载体 又 是 什么 呢 ? 这 些 问 题 将 在 本 节 获 得 
解决 ,其 结果 是 一 致 空间 这 一 优美 和 谐 的 抽象 系统 , 它 一 方面 继承 了 拓扑 空间 的 
一 般 特 点 ,同时 又 包容 了 度量 空间 的 某 些 基本 结果 ， 

A. 一 致 结构 

在 2.1B 中 我 们 曾 提 到 ,拓扑 结构 完全 决定 于 空间 中 诸 点 的 邻 域 系 . 邻 域 系 
无 非 用 于 刻画 “ 动 点 ”对 “定点 ”的 接近 程度 ,这 种 接近 乃 是 极限 与 连续 性 的 基础 . 
而 一 致 连续 所 依赖 的 则 是 一 对 “ 动 点 ”的 互相 无 限 接近 ,这 就 需要 有 一 种 刻画 两 
点 相互 接近 的 方法 ,这 种 方法 应 当 不 依赖 于 特定 的 度量 ,而 是 完全 “ 集 论 性 ”的 . 
约定 以 A 记 义 XXX 中 的 对 角 线 ( 依 1. 1 节 式 (21)), 则 工 ,y € X 的 接近 程度 可 措 
述 为 点 (z,y) 对 4 的 接近 程度 , 仅 当 (x,y) € A 时 x 二 y. 这 就 启示 出 ,应 当 以 
包含 4 的 某 个 类 似 于 邻 域 系 的 集 族 来 刻画 两 点 之 间 的 相互 接近 . 有 了 这 些 考虑 
之 后 ,你 对 于 以 下 定义 就 不 那么 感到 惊奇 了 . 

4. 2. 1 定义 ” 设 关 是 一 非 空 集 . 若 给 定 了 一 个 集 族人 CC 2***, 它 满足 如 下 
公理 ; 

(U1) 2 是 XXXX 上 的 一 个 盖子 ( 依 定义 1.1.10); 

(UDUEA 二 >U-! EW (记号 依 1.1 节 式 (17)); 

(UDYUEAU,IV EAUV。oVCU (记号 依 1.1 节 式 (19)); 
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(U,)A= 门 人 红 ,4 = Ax 是 对 角 线 ， 
则 称 和 或 (X,v) 为 一 致 空间 0, 称 2 为 XX 上 的 一 个 一 致 结构 ,2 的 滤 基 (或 
子 滤 基 ) 称 为 一 致 结构 的 基 ( 或 子 基 ). 

对 如 上 定义 的 2 ,不 妨 给 它 一 个 有 点 粗略 但 稍 带 直观 的 解释 . 任 给 UE€ 人 2， 
当 (zx,y) EU 时 认定 点 z 与 y 是 “U 阶 接近 ”的 ;U 人 铺 小 ,接近 度 就 愈 高 . 由 公理 
(U,) 推 出 , U,V € 2 二 >U 站 VE UN, 这 就 表明 存在 愈 来 愈 高 的 接近 度 . (Us) 
表达 某 种 对 称 性 :着 x 与 y 为 U 阶 接近 , 则 yy 与 x 为 U7! 阶 接近 . (U,) 表 达 了 接 
近 的 某 种 传递 性 :给 定 UE 2U, 只 要 xz 与 y,y 与 < 充分 接近 ,就 能 使 7 与 z 为 U 
阶 接近 . (U,) 意 味 着 ,二 y 驴 x 与 y 相 互 可 任意 接近 . 公理 (U,) 可 减弱 为 : 
4A CN 人 ,但 这 样 一 来 ,就 不 能 保证 2 生成 的 拓扑 具 T; 分 离 性 (参看 下 面 的 定 
理 4.2. 3). 因此 我 们 宁可 用 (U,) 这 一 较 强 的 限制 ,而 且 从 实际 应 用 来 看 ,这 并 不 
很 失 一 般 性 . 

为 便于 应 用 ,直接 表述 一 致 结构 的 基 与 子 基 如 下 : 设 多 己 U, 则 多 是 的 
其 SYUEAAU,IJBE 轨 :BCU; 多 是 UY 的 子 基 舍 YU E€ 翁 ,3 (Bi,B,,*…， 
B,} 己 多 : 几 BCU. 注意 由 公理 (U1)、(U,) 推 出 , 当 V EU 时 ,V=UNU”! 
E WU, 且 V=V-1CU, 因 此 {VE 有:V=V-1') 是 2 的 一 个 基 , 称 为 对 称 基 . 
类 似 地 ,由 公理 (Us) 推 出 , {VV 。V :VE 人 U} 是 2 的 一 个 基 ; 进 而 可 推出 ,对 任 
何 上 宇 1， 


一 分、 
(人 TV。 :V ER) 
是 2 的 一 个 基 . 如 同 对 于 拓扑 问题 可 用 邻 域 基 来 代替 邻 域 系 一 样 ,对 于 一 致 空 
间 的 种 种 问题 ,一 致 结构 的 基 起 着 同样 的 作用 . 直观 地 说 , 是 人 的 基 意 味 着 
% CA 且 人 UU 中 存在 “任意 小 ”的 属于 YY 的 集 .在 中 存在 “任意 小 ”的 对 称 集 
与 形 如 YY。Y 的 集 , 这 一 简单 事实 是 要 经 常用 到 的 ， 
鉴于 基 概 念 的 重要 性 ,我 们 需要 一 个 类 似 于 命题 1. 1. 11 或 命题 2.1.5 的 结 
果 , 这 就 是 下 面 的 
4. 2.2 命题 设 (X, 信 ) 是 一 个 一 致 空间 ,Y 是 的 基 , 则 %Y 满足 如 下 条 
件 : 
(DY 4,B €%Y,， 有 YtHA NB (记号 依 1.1 节 式 (26)); 
GD)YVBE%Y, 有 YFB!，; 
(iD)YBE%Y,3AEY, 使 4.*ACB; 
(iv) 4 一 站 %. 
反之 , 若 给 定 2 CC 2422 满足 条 件 (i) 一 (iv), 则 存在 X 上 的 唯一 一 致 结 


QD 一 致 空间 是 由 A. Weil 于 1937 年 引 人 的 ,对 它 的 研究 最 初 受到 拓扑 群 理论 的 推动 . 
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构 红 ,2 以 Y 为 其 子 基 , 且 Y 是 X 上 包含 Y 的 最 小 一 致 结构 , 称 为 由 生成 
的 一 致 结构 . 当 Y 还 满足 条 件 () 时 ,YY 是 的 基 . 

参照 命题 1.1. 11, 以 上 命题 的 证 明 是 容易 的 ,你 不 难 自己 作出 . 

命题 4. 2. 2 的 主要 作用 是 用 来 构成 一 致 结构 . 现在 就 来 考虑 一 个 简单 例子 ， 
它 无 疑 是 我 们 首先 关心 的 . 设 (X,d) 是 一 个 度量 空间 . 约定 (参看 图 4-2) 

= {V,:r> 0)}, 
作 = {(x,y) E XXX:d(r,y) <r)， 
则 利用 度量 的 性 质 容易 直接 验证 : 
V,NV=Vn, TV 一 V7， 
“VCTYr，4 二 人 7 


由 式 (2) 直 接 看 出 ,由 式 (1) 定 义 的 2 满足 命题 
4.2.2 中 的 条 件 G 一 (iv), 因 此 以 2 为 基 在 X 
上 生成 一 个 一 致 结构 2, 称 它 为 由 度量 d 生成 
的 一 致 结构 . 今后 将 度量 空间 看 作 一 致 空间 时 ， 
总 认定 其 中 采用 由 度量 生成 的 一 致 结构 . 

让 我 们 观察 得 更 仔细 一 点 . 式 (2) 中 的 四 个 
关系 式 恰好 依次 推出 命题 4. 2. 2 中 的 条 件 (i) 一 
(iv); 而 4.2.2 中 的 条 件 人 一 (iv) 又 依次 推出 2 
满足 公理 (U 一 (Us) ( 依 定义 4.2.1), 红 是 由 

图 4-2 % 生成 的 一 致 结构 ;还 注意 到 式 (2) 的 后 三 个 关 
系 式 依次 基于 度量 的 对 称 性 、 三 角 不 等 式 与 正定 性 . 这 就 得 出 结论 ;一致 结构 所 
要 满足 的 公理 (U,)~《(U,) ,可 依次 看 作 是 距离 公理 (D) 一 (D:)( 依 定义 2.1.14) 
的 某 种 推广 . 特别 ,公理 (Us) 表 达 了 抽象 形式 下 的 三 角 不 等 式 . 在 这 种 理解 下 ， 
一 致 结构 就 呈现 出 多 少 类 似 于 度量 空间 的 某 种 直观 形象 . 

当然 ,由 度量 d 生成 一 致 结构 具有 特别 简单 的 形式 . 利用 基 或 子 基 生 成 一 致 
结构 的 更 复杂 的 例子 ,将 在 后 面 陆续 看 到 . 

在 建立 度量 空间 与 一 致 空间 的 联系 之 后 ,自然 会 提出 的 下 一 个 问题 是 ,一 致 
空间 与 拓扑 空间 是 否 有 某 种 联系 ? 现在 就 来 考虑 这 一 问题 . 设 人 2 依 定义 4. 2. 1， 
LE QU. 直观 上 很 明显 , 若 (z,y) EU 描述 了 与 y 之 间 的 某 种 程度 的 相互 接 
近 , 那 么 y EU(z)( 台 (zr,y) ED0, 记号 依 1.1 节 式 (18)) 就 表达 了 “yy 在 的 某 
个 邻近 ”, 或 者 说 , U(xz) 应 作为 z 的 一 个 令 域 . 这 一 想法 成 为 由 一 致 结构 定义 拓 
扑 的 基础 . 准确 的 结论 如 下 . 

4. 2.3 定理 ” 设 (X, 弘 ) 是 一 个 一 臻 空间, 则 有 以 下 结论 : 

(i) 和 上 存在 唯一 拓扑 r，, 使 得 依 此 拓扑 有 

N= (U(r):U EU (EX)， (3) 


(1) 


(2) 
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人 ,表示 的 邻 域 系 ( 依 2.1 节 式 (6)), 且 (X,r) 是 T: 空间 . 
(ii) 车 是 红 的 基 ( 或 子 基 ), 则 依 (i)? 所 述 的 拓扑 r， 
,= (V(r):V EN} (rE€EX) (4) 
是 xz 的 邻 域 基 ( 或 邻 域 子 基 ). 
证 G)YzEX, 以 人 , 记 式 (3) 之 右 端 .由 A 二 门人 QU 推出 z EN 人 .车 
U,VEAU, 则 WAU 站 VE 人 ,从 而 
W(lr) CUGCz) MN Vx). 
可 见 ;满足 定理 2. 1. 8 中 的 条 件 G) 和 (i). 任 给 UE 人 QU, 取 VE 人 QQ, 使 Vs。V 
CU, 则 Yy EV(zx), 有 
Vy ECVV = (Vo Vr) CUz), 
可 见 QU, FU(z). 这 表明 ( 红 .) 满足 定理 2.1.8 中 条 件 Gii). 于 是 依 定理 2.1.8 
知 X 上 存在 唯一 拓扑 r, 依 此 拓扑 ,使 得 每 个 ,正好 是 xz 的 邻 域 基 ,因而 人 ， 
CH 车 U(x)CACX,UEA, 令 V=UU (dr)} XA), 则 VE&%,A = 
V (zr) € AU. 这 就 证 得 等 式 (3) 成 立 . 
若 zyyEXz 和 yy 则 存在 WE QU ,使 (zx,y) EUV( 用 定义 4.2.1 中 的 公 
理 (U4)). 取 VE 人 ,使 VV。VCU, 不 妨 设 V==V"!, 则 (xz,y) EV。V, 这 推 
出 Y(z) 内 VCy) = 你, 可 见 工 与 y 了 可 邻 域 分 离 . 故 (X,r) 是 T, 空间 . 
(让 是 明显 的 . 口 ] 
由 定理 4. 2. 3 所 确立 的 拓扑 z 称 为 由 红 生成 的 一 致 拓扑 . 当 将 一 致 空间 看 
作 拓 扑 空 间 时 ,总 认定 其 中 使 用 一 致 拓扑 . 若 (X,4) 是 度量 空间 , V, 依 式 (1)， 
则 了.(Cz)=BCz)CzeEX). 这 就 表明 , X 上 的 一 致 拓扑 正 是 由 d 生成 的 度量 拓 
扑 ( 参 看 2. 1D). 这 样 ,度量 空间 上 的 三 种 结构 :度量 结构 、 一 致 结构 与 拓扑 结构 ， 
已 被 说 明 是 彼此 相 容 的 . 对 一 般 的 一 致 空间 (X, 人 2 ),x € XUE 人 UU, 可 以 认为 
Z 的 邻 域 U(z) 起 着 度量 空间 中 的 球形 邻 域 V,(x) 的 作用 . 
本 节 要 探讨 的 主要 问题 之 一 是 ,一 致 空间 上 的 一 致 拓扑 有 哪些 特殊 性 质 ? 一 
些 重要 性 质 将 在 后 面 考虑 ,此 处 首先 给 出 带 预备 性 质 的 以 下 结果 . 
4. 2.4 命题 ”对 于 一 致 空间 (X, 人 2 ), 以 下 结论 成 立 : 
(中 设 ACCX,MCXXX 六 ,YY 是 QU 的 基 , 则 
A=N {VC(A):VEY}, | (5) 
M=N (Ve MeV:V EY)}. (6) 
Gi) Gil C -Vs (记号 依 3. 1 节 式 (1));G 中 的 开 集 (或 闭 对 称 集 ) 构 成 的 
基 . 
证 ”G) 不 妨 设 = 人. 以 B 记 式 (5) 之 右 端 .YX € A,U €E UH, 取 V = 
ViiE€E%AU, 使 VCU, 则 有 4 站 Vx) 关 名 (用 式 (3) 与 2.1 节 式 (11)), 这 推出 
TEV(4) CU(A4). 因此 4CB. 反之 ,车 x € B, 则 对 任何 对 称 的 VE 人 有 
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ZEV4), 这 推出 4mnyYGzr) 天 个. 因 
(VC :7 一 YE) 
是 z 的 邻 域 基 ( 用 定理 4.2.3(ii)), 故 zE A. 因此 4 = B. 类 似 地 ,车 VV 二 V1! 
<E 2 , 则 
(ETY。Mo7 鲜 LV XVOINMAG, 
由 这 一 事实 易 推出 等 式 (6). 
Gi) 任 给 U € 和 取 对 称 的 YE 人 ,使 得 V。V。V CU. 任 给 (x,y) E 
V ,有 
Vr) XV(yY CV VV CU, (7) 
可 见 (zx,y) EU*, 从 而 VCU?, 故 U*E€ .这 又 推出 ACU?, 因 此 UE€ Ns. 
{U° : U € 人 QU} 就 是 2 的 由 开 集 构 成 的 基 . 对 式 (7) 中 的 V 有 VCVoVoVC 
U (用 式 (6)), 所 有 这 样 的 V 构成 红 的 一 个 基 , 而 每 个 V 为 闭 对 称 集 . 口 
现在 转向 考虑 一 致 连续 映射 , 它 在 一 致 空间 理论 中 的 作用 ,犹如 连续 映射 在 
拓扑 空间 理论 中 的 作用 . 车 X,Y 是 度量 空间 ,FF :和 一 了 , 则 由 4.1 节 式 (1) 所 表 
达 的 一 致 连续 条 件 可 缩写 为 
Ye>0,36> 0:(F x FVs CV,, (8) 
其 中 下 XX 下 依 2.3 节 式 (8)',V, 依 式 (1). 这 启示 出 以 下 定义 . 
4.2.5 定 义 设 (X,2U) 与 (Y,Y) 是 两 个 一 致 空间 ,F:XX>Y. 若 (FX 
已) 上 2， 即 
VVEY,AIUEU(F x FU CV, (9) 
则 说 一 致 连续 . 若是 双 射 且 与 7! 均一 致 连续 , 则 称 F 为 从 XX 到 Y 的 一 
致 间 构 ; 当 这 样 一 个 一 致 同 构 存在 时 ,说 XX 与 了 是 一 致 同 构 (或 一 致 等 价 ) 的 一 
致 空间 . 
注意 ,与 连续 映射 不 同 , 一 致 连续 映射 是 一 个 整体 概念 , “在 一 点 一 致 连续 ” 
这 种 说 法 是 没有 意义 的 . 
以 下 结果 可 与 定理 2. 2. 3 相对 照 . 
4. 2.6 命题 设 (X, 人 UU) 与 (Y,Y) 是 两 个 一 致 空 间 , :XX 一 了 , 则 以 下 条 
件 互相 等 价 : 
(i) 下 一 致 连续 ; 
Gi) 对 的 任何 (或 某 个 ) 子 基 腕 ,有 (F x 忆 )G HH 腕 ; 
Gi) 对 的 任何 (或 某 个 ) 子 基色 ,有 (F X 天 有 瑟 Ci 
(iv) 对 Y 的 任何 (或 某 个 ) 子 基 静 及 和 XXX 中 的 网 {(zy)) 车 (zy) 
最 终 在 每 个 UE 中 , 即 
VUEAU,Ito Vti 写 to 有 (zy) EV, (10) 
则 (Fz,,Fy,) 最 终 在 每 个 VE€ 光 中 . 
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证 (D) 全 (iD)>(iii) 全 (iv) 是 明显 的 . 

(iv) 二 (i). 设 下 非 一 致 连续 , 则 存在 VE %Y, 使 得 YU EU, 有 (FXxFU 
FV, 即 有 (zxv,yv) EU, 使 得 (Fxu,Fyv) EV. 人 QU 依 刁 是 一 有 向 集 , 因 此 
{Cxuyyv)}) 是 匀 XX 中 的 一 个 网 .了 到 V;€ 多 (1 二 i1 志 nn), 使 人 站 V;CV, 必 有 
{CFrv, Foy.)} 的 某 个 子 网 不 在 某 个 TV 中 . 另 一 方面 ， (CZzoyyr) 显然 最 终 在 每 个 
W E 和 中 ,这 就 说 明 条 件 (iv) 必 不 满足 . 国 | 

注意 ,命题 4. 2.6 中 条 件 Gi) ~ (iv) 可 分 别 类 比 于 命题 2. 2. 2(iii) ,定理 2.2. 3 
(ii) 与 命题 2. 2. 2(iv). 命题 4. 2. 6(iv) 也 可 以 看 作 是 4. 1 节 中 条 件 (1)’ 的 推广 ; 直 
观 上 ,条 件 (10) 正 表示 (zx,,y,) 趋向 于 无 限 接近 ,只 是 此 处 不 像 度 量 空间 中 一 样 ， 
能 用 d(xz,,y,) 一 0 来 表示 ZX, 与 y 无 限 接近 . 车 在 Civ) 中 令 yy 二 +, 则 (Giv) 可 表 为 : 
若 x 最 终 在 每 个 U(r) (UE€ 人 UU) 中 , 则 Fx, 最终 在 每 个 V(Fx)(V € 多 ) 中 ,这 
正 意味 着 

Tr Fr Fx. 

这 就 表明 ,一致 连续 声 连续 ,因而 一 致 同 构 之 同 胚 . 

车 下 :XX 一 Y 是 一 致 同 构 , 则 由 命题 4.2.6 推出 

(Fx FA = 9. 

在 这 种 情况 下 ,可 以 认为 ,和 与 了 实质 上 具有 同样 的 一 致 结构 ,它们 所 不 同 的 仅 
是 外 表 形 式 而 已 . 因此 ,互相 一 致 同 构 的 一 致 空间 不 必 区 别 . 凡 在 一 致 同 构 之 下 
保持 不 变 的 性 质 称 为 一 致 折 扑 性 质 , 或 一 致 不 变量 ;互相 一 致 同 构 的 一 致 空间 ， 
必 具 有 相同 的 一 致 拓扑 性 质 , 当然 也 有 相同 的 拓扑 性 质 . 一 致 空间 理论 所 研究 的 
就 是 一 致 空间 的 一 致 拓扑 性 质 ,其 中 也 包括 拓扑 性 质 . 这 一 基本 观点 是 学 习 一 致 
空间 时 不 可 不 知 的 . 

拓扑 空间 与 度量 空间 都 考虑 了 子 空间 与 积 空间 概念 . 对 于 一 致 空间 亦 有 类 
似 的 概念 . 因 有 关 的 构造 与 结论 与 拓扑 空间 的 相应 概念 非常 类 似 , 此 处 仅 写 出 结 
论 而 略 去 平凡 的 证 明 . 

4. 2.7 命题 (i) 设 (Xe) 是 一 个 一 致 空间 , 六 并 A4 CX, 则 

ZaiA{(AX A)NMNMUVU:UE A} (11) 
是 A 上 的 一 致 结构 , 它 生 成 的 一 致 拓扑 恰 为 相对 拓扑 . 
(ii) 设 (X,;,2) GE€ 7) 是 一 族 一 致 空间 ,和 一 旧称 ,P : X 一 X; 是 投影 . 
则 以 
=U (P, X PO (12) 
为 子 基 在 X 上 生成 一 个 一 致 结构 @, 它 是 天 上 使 每 个 P; 均 一 致 连续 的 最 小 一 
致 结构 ;2 生成 的 一 致 拓扑 恰 为 积 拓扑 . 车 在 式 (12) 中 人 ; 代 以 某 个 子 基 Yi 
E 7), 则 所 得 的 仍 是 红 的 子 基 . 
命题 4. 2.7G) 中 的 24 称 为 Zi 在 A 中 的 相对 一 致 结构 , (4A ,人 24) 称 为 (X， 
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2) 的 一 致 子 空间 . 当 将 4 看 作 一 致 空间 时 ,其 中 总 使 用 相对 一 致 结构 . 命题 
4.2.7(i) 中 的 人 称 为 积 一致 结 构 .(X, 人 2) 称 为 积 一 致 空间 . 当 将 X 看 作 一 臻 
空间 时 ,总 认定 其 中 使 用 积 一 致 结构 . 所 有 这 些 规定 ,与 处 理 拓扑 子 空间 及 积 拓 
扑 空 间 的 作法 是 类 似 的 . : 

B. 伪 度 量 族 

以 上 我 们 用 一 特定 的 集 族人 成 功 地 刻画 了 一 致 拓扑 一 致 连续 ,一致 同 构 
等 概念 ,而 在 4. 1 节 中 ,这 些 概 念 本 来 是 通过 度量 来 定义 的 . 这 就 表明 ,一致 拓扑 
性 质 实际 上 并 不 依赖 于 度量 ,而且 也 可 以 用 完全 避 开 度量 的 方法 来 研究 . 但 度量 
的 直观 性 与 定量 性 毕竟 有 巨大 的 优势 , 相 比 之 下 ,一致 结构 则 显得 缺少 直观 性 ， 
且 往 往 难以 处 理 , 那么 ,是 否 可 用 度量 来 描述 一 致 结构 呢 ? 如 果 每 个 一 致 结构 都 
可 由 某 个 度量 生成 ,那么 一 致 空间 概念 就 没有 必要 了 . 可 以 预料 , 仅 用 度量 不 足 
以 描述 所 有 一 致 结构 . 但 若 将 度量 推广 为 某 种 伪 度 量 族 , 则 足以 描述 所 有 的 一 致 
结构 . 

4.2.8 定 义 ” 设 关 是 一 非 空 集 . 若 一 函数 d :XX X X 一 Ri 满足 距离 公理 
(D1) (D;)( 依 定义 2.1.14), 则 称 4d 为 人 上 的 一 个 伪 度 量 .车 立 上 的 一 伪 度 量 族 
D 满足 条 件 : 

(DI)z=ySOVdED, 有 drty)=0 (x,y €X), 
则 称 为 和 上 一 个 分 离 点 的 伪 度 量 族 . 

本 节 中 说 到 伪 度 量 族 时 ,总 认定 它 是 分 离 点 的 伪 度 量 族 ,因此 常 略 去 “分 离 
点 的 ”这 一 修饰 词 . 

设 和 上 已 给 定 伪 度量 族 刀 ,约定 (对 照 式 (1)) 

or 一 (VidEDr>0)， 
fy, = {(t,y) EXXX:d(r,y) rr}. 

4. 2.9 定理 (iD 设 X 是 一 非 空 集 , 忆 是 X 上 一 族 分 离 点 的 伪 度 量 ,2 依 
式 (13). 则 以 Y 为 子 基 生 成 X 上 的 一 个 一 致 结构 人 2. 任 给 关中 的 网 {zx,} CX 与 
ZEX, 依 和 上 的 一 致 拓扑 有 

Ti 一 工人 QZ) 一 0 (VaeE€eD). (14) 

(ii) 设 (X, 人 2) 是 一 个 一 致 空间 , 则 必 存 在 X 上 的 伪 度 量 族 D, 使 得 依 式 
(13) 表 出 的 集 族 2 是 的 基 . 

定理 中 的 丝 称 为 由 伪 度 量 族 DD 生成 的 一 致 结构 ,而 称 为 经 的 一 个 生成 
伪 度 量 族 ; 当 Y 是 人 的 基 时 称 DD 为 2 的 一 个 基本 伪 度 量 族 . 定理 4. 2. 9(ii) 表 
明 ,一 致 结构 的 基本 伪 度 量 族 恒 存 在 (但 未 必 唯 一 ) ,这 就 使 得 对 一 致 结构 的 研究 
可 完全 依赖 于 颇具 直观 性 的 伪 度 量 族 . 

证 ”结论 Gi) 的 证 明 要 用 到 一 些 精细 的 构造 ,此 处 从 略 . 下面 仅 证 结论 (i). 
如 同 式 (2) 一 样 , Vz 也 满足 类 似 的 条 件 : 


(13) 
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Vo = Via, Veo° Va,C Vy, NN Vy= A. 


d€D,r>0 


由 此 易 见 2 满足 命题 4.2.2 中 的 条 件 ()~ Civ), 因 此 以 Y 为 子 基 生成 和 上 的 
一 个 一 致 结构 人 2. 令 


Bay(x) = V(x)= (yE X:d(r,y) <r)}, (15) 
不 妨 将 Bs(z) 看 作 由 伪 度 量 4 定义 的 “ 球 ”, 则 
{Balx):ad ED,r>0} (rE€EX) (16) 


是 z 的 邻 域 子 基 (用 定理 4. 2.3Gi)). 给 定 网 {z,} 己 关 ,x GE 和 有 
XxX>rOVdE DVYr>0,3toVt2 to, 
有 ztE Balr) (用 2.1 节 式 (9)) 
YadEeD, 有 d(x,7X)— 0,， 

这 就 证 实 了 等 价 关 系 式 (14). 口 

注意 ,一 致 结构 与 伪 度 量 族 之 间 并 非 成 一 一 对 应 关系 :同一 个 一 致 结构 可 由 
多 个 (实际 上 是 无 限 多 个 ) 伪 度量 族 生成 ,所 有 这 些 伪 度量 族 都 被 看 作 是 互相 一 
致 等 价 的 . 一 致 等 价 的 两 个 伪 度 量 族 可 能 差别 其 大 . 设 D 与 D; 是 上 的 两 个 伪 
度量 族 ,%Y 依 式 (13), 而 YY 对 应 于 Di, 则 DD 与 D, 一致 等 价 呈 与 生成 辣 
一 个 一 致 结构 ;后 者 又 等 价 于 

wr wr Fo， 

在 一 致 空间 理论 中 , 伪 度 量 族 可 在 两 方面 发 挥 作用 ,其 一 是 用 来 定义 一 致 结 
构 , 其 二 是 用 作 研 究 一 致 拓扑 性 质 的 一 种 有 效 工 具 . 对 于 前 者 ,下 面 就 是 几 个 可 
用 作 说 明 的 简单 例子 . 

4.2.10 例 GD 任 给 z= (zi) 与 y= 二 (y:) € R", 定义 

dz 一 zi 一 yl (QQiQn), 
则 {d :1 委 : 委 ”) 是 R* 上 一 个 分 离 点 的 伪 度 量 族 . 设 & 是 R" 上 的 Euclid 度量 ， 
则 显然 有 
di(z sy) Edzy) ES Ddirsy) (zy € RR"). 
设 V, 依 式 (1), Vw 依 式 (13), 则 由 以 上 不 等 式 推出 : 
V. CNV CV, G= nr 

由 此 可 见 , R*" 上 的 伪 度 量 族 {4; : 1 委 : 委 2) 与 Euclid 度量 4 生成 同一 个 一 致 结 
构 人 ;或 者 说 , 伪 度 量 族 (4;) 与 度量 4 一致 等 价 ! 而 从 形式 上 看 , {4i) 与 4d 是 差 
别 颇 大 的 . 

(ii) 取 久 二 R?,Q 是 任 一 非 空 集 . 任 给 wE€ ,定义 

dzyy) = [rw) 一 y(w)| (rx,y EX), 
则 DD= (ds: w EQ} 是 和 上 一 个 分 离 点 的 伪 度 量 族 . 设 
P,.:X—>R, rxr~>rw) (lw € 0) 
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是 投影 ,V, = {(x,v) ER :lx 一 ol 过 ”>) ，, 则 
(Ps, xX PDTV = 人 (Cry) EXXX:CPrPoy) EV,)} 
一 {(rzyy) EXXX: |rw) Co yw)| rr} 
={(r,y) EXXX: dr,y) Tr} AV,. 
结合 命题 4. 2. 7 与 定理 4. 2. 9 可 看 出 , Xx 上 由 伪 度 量 族 品 生成 的 一 致 结构 ( 即 由 
子 基 {V。 : w € 0,r > 0) 生成 的 一 致 结构 ) 恰 为 R? 上 的 积 一 臻 结构. 
你 一 定 注意 到 , 若 在 Gi) 中 取 介 二 (1,2,…,n), 则 (9) 中 的 讨论 与 (0) 完全 一 
致 


(iii) 设 (Xi, 人 Ui) (i € 了) 是 一 族 一 致 空间 , 人 由 伪 度 量 族 D; 生成 , 区 = 
下 和 .对 任 给 必 € D,, 定义 
Qi(zy) 一 dzw) (zy € X), 
则 刀 = {4Q;: qd;€ Di,iE€ 7} 是 了 上 一 个 分 离 点 的 伪 度 量 族 . 设 P; :一 X; 是 
投影 ,记号 Vs 依 式 (13), 则 
(P; X P) Wa, ={(z3y) E XXKX: d(x y) <r} 
={(x,y) E XXX:d(r,y) <r) 
AV,. 
对 照 命题 4. 2. 7 与 定理 4. 2. 9 看 出 ,Xx 上 由 伪 度 量 族 (4d; : di; € Di,i€ 1} 生成 的 
一 致 结构 恰 为 和 上 的 积 一 致 结构 . 

定理 4. 2. 9Kii) 断 言 基 本 伪 度 量 族 存在 ,这 一 事实 有 以 下 重要 的 拓扑 推论 . 

4. 2. 11 定理 设 (X,r) 是 一 个 拓扑 空间 , 则 是 某 个 一 致 结构 4 生成 的 
一 致 拓扑 SX 是 全 正则 空间 . 

证 首先 设 (X, 人 2) 是 一 致 空间 ,r 是 其 一 致 拓扑 , D 是 生成 经 的 基本 伪 
度量 族 ( 依 定理 4. 2.90i)), 记 号 Vs 依 式 (13), 则 {Va :deEDr>0 是 红 的 
一 个 基 , 因而 

B= {By(r):d ED,r>0,r€X} (用 式 (15)) 
是 X 的 一 个 拓扑 基 ( 参 看 定理 4.2.3(Gi)). 取 定 d € D,r 之 0,x € XX, 只 要 证 
Bs(7) 是 余 零 集 ( 于 是 由 定理 3. 1. 12 推 出 关 为 全 正则 空间 ). 令 f(y) = d(x， 
yy EX), 则 Bs(zx) 二 4f 之 r), 因此 只 要 证 € CC(X) (参看 引 理 3.1.9). 易 
验证 (参照 2.2 节 式 (10)) 
[f(y) ~— f(z)| ad(y,z). 
由 此 直接 看 出 /(y) 连续 (用 式 (14)). 

反之 ,车 是 全 正则 空间 , 则 有 非 空 集 虽 与 拓扑 垦 入 F:X 一 J?,J 二 [0， 
1]. 因 . 岂 是 一 致 空间 ( 依 命题 4. 2.7(ii)), 故 YY 人 FX 作 为 .说 的 子 空间 亦 是 一 致 
空间 . 以 字 记 Y 了 上 的 一 致 结构 , 令 
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WU = (F xX FY. (17) 
因 : 对 一 Y 是 双 射 ,故人 红 必 满 足 定义 4.2.1 中 的 公理 (U1)~(U,), 因 而 是 X 
上 的 一 个 一 致 结构 . 式 (17) 表 上 明 , FF : (X,2x) 一 (>,o) 是 一 致 同 构 ,因而 2 生 
成 的 一 致 拓扑 就 是 r- 口 
已 证 的 这 个 结果 表明 ,就 一 致 空间 的 拓扑 性 质 而 言 ,一 致 空间 至 少 不 会 弱 于 
全 正则 空间 ; 另 一 方面 ,也 不 能 指望 所 有 的 一 致 空间 都 会 真正 强 于 全 正则 空间 ， 
例如 一 致 空间 未 必 都 是 正规 室 间 . 此 外 ,也 不 应 从 定理 4.2.11 得 出 结论 :一 致 空 
间 都 会 一 致 同 构 于 某 个 .2 的 子 空间 ,尽管 一 个 一 致 空间 确实 可 拓扑 嵌 人 某 个 
.J10， 
生成 伪 度 量 族 与 基本 伪 度 量 族 的 差别 ,实际 上 就 是 子 基 与 基 的 差别 .一 般 来 
说 ,生成 伪 度 量 族 更 简单 些 , 只 要 够 用 就 不 必用 基本 伪 度 量 族 去 取而代之 .但 总 
不 免 要 用 到 基本 伪 度 量 族 ,例如 定理 4. 2. 11 之 证 明 就 是 如 此 . 正如 每 个 子 基 可 
通过 作 有 限 交 转化 成 基 一 样 , 每 个 生成 伪 度 量 族 亦 可 通过 相应 的 方法 改造 成 基 
本 伪 度 量 族 . 下面 分 三 种 情况 考虑 . 
(i) 一 般 情况 . 设 DD 是 一 致 空间 (X, 人 2%) 的 生成 伪 度 量 族 , 以 ZZ 记 DD 的 非 空 
有 限 子 集 之 全 体 . 任 给 o = {di,d,,…,d,) E 2, 定义 
du(z,y) = max di(z,y) (zsy) EX, (18) 
则 局 是 X 上 的 一 个 伪 度 量 , 且 
d(xr,y) < rr 全 dy)< 7 (Qin), 
这 正 表明 Va 二 门 Va, (记号 依 式 (13)). 因 形 如 Vi 的 集 构成 2 的 基 ,故我 们 已 
将 厂 扩 张 为 一 个 基本 伪 度 量 族 
D,= {d,:o€ 3}. 
将 以 上 作法 用 到 定理 4. 2. 10(ii) ,对 任何 5 二 (wow 所 有 有 
deCzyy) 一 max|z(oi) — yw)| (zy E R"). (19) 
Gii) 可 数 伪 度量 族 . 设 DD= {d; :i € N) 是 一 致 空间 (X ,2) 的 生成 伪 度 量 
族 , 定 义 


d(x,y) = >)2"'{d(x,y) A 1), (20) 
i=] 


则 a 是 贸 上 的 一 个 度量 . 你 会 觉得 式 (20) 似 兽 相 识 . 4. 1 节 式 07) 确实 就 是 一 个 
类 似 的 公式 ,但 二 者 并 不 完全 一 致 . 不 过 ,可 将 4. 1 节 式 (8) 改 造成 


| 去 P27id(ryy) 十 玄 ， 
i=1 


diCzy) MN 1 2d(r,y). 
任 给 7 二 0, 令 6 二 27， 则 从 不 等 式 (21) 不 难 推出 : 


(21) 
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di(z,y) < r, 6>1=> d(r,y) < 2r; 
d(r,y) <r, <1> d(xr,y) <E 
这 相当 于 


(1 二 7 n). 


MVa, CE Va (2r>D), 


Va CfVs =2r<. 

这 表明 4 与 {4d;} 生成 同一 个 一 致 结构 , 即 二 者 一 致 等 价 . 

(iii ) 有 限 伪 度量 族 . 设 D == (di,d;,…,d,) 是 一 致 空间 (X, 和 ) 的 生成 伪 
度量 族 ,定义 

d(xz,y) = max di(z,y) (x,y € X), 

则 4 是 铸 上 的 一 个 度量 .类似 于 前 面 的 分 析 ( 更 简单 些 ), 可 知 4 与 (d;} 一 致 等 
价 . 

以 上 讨论 表明 ,由 可 数 伪 度量 族 定 义 的 一 致 空间 实际 上 并 未 越 出 度量 空间 
的 范围 之 外 . 只 有 对 于 不 可 数 伪 度 量 族 定义 的 一 致 空间 ,发 展 一 致 空间 的 一 般 理 
论 才 是 真正 有 意义 的 . 

一 致 空间 理论 的 主要 研究 对 象 无 疑 是 一 致 拓扑 性 质 . 对 于 度量 空间 ,我 们 重 
点 考虑 的 是 完备 性 与 全 有 界 性 ,这 些 性 质 亦 是 一 致 空间 理论 首先 所 关注 的 . 我 们 
将 发 现 , 关 于 度量 空间 完备 性 与 全 有 界 性 所 建立 的 结论 ,都 可 在 某 种 形式 下 推广 
于 一 致 空间 . 在 实现 这 种 推广 时 ,我 们 有 两 个 工具 可 用 :一 致 结构 与 伪 度 量 族 . 两 
者 的 作用 实质 上 等 价 , 而 就 其 简便 性 而 言 , 则 可 能 依 情况 互 有 差异 ,不 能 一 概 而 
论 . 下面 就 来 分 别 考虑 完备 性 与 全 有 界 性 . 
”CC. 完备 性 

本 段 可 看 作 是 4. 1B 的 推广 . 

以 下 设 (X ,人 ) 是 给 定 的 一 致 空间 , D 是 的 生成 伪 度 量 族 . 对 于 概念 与 
结论 的 表述 ,我 们 将 依 方便 或 者 使 用 红 或 者 使 用 DD. 

4. 2. 12 定义 若 一 个 网 {zx,} 性 六 满足 如 下 Cauchy 条 件 : 

VUEAU,IjtoY syst 之 to; 有 (Xx,,X) EU， (22) 

则 称 {z,) 为 Cauchy 网 . 若 XX 中 每 个 Cauchy 网 收敛 , 则 称 X 为 完备 一 致 空 间 , 简 
称 为 完备 空间 . 

为 应 用 方便 ,下 面 写 出 Cauchy 条 件 的 几 种 等 价 形式 ， 


VE or to;Vt 之 to, 有 (Xi,xe) EV; (22a) 
YdE€ED, 有 limd(zx,,7x,) = 0; (22b) 
ydadED, 有 diamsA,— 0， (22c) 


其 中 是 的 任何 (或 某 个 ) 子 基 , 4, = {z :5 之 分 ， 
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diamv4 = SuP， ad(a:;p)， (对 照 2. 1 节 式 (25)) (23) 
与 4.1 节 式 (15) 对 照 ,条 件 (22b) 相 当 于 :关于 每 个 伪 度 量 4 € DD, {zx,) 满足 
Cauchy 条 件 4. 1 节 式 (15). 条 件 (22a) 一 (22c) 的 等 价 性 是 明显 的 . 至 于 条 件 
《22a) 与 (22) 的 等 价 性 , 则 正如 2.1 节 中 的 网 收敛 条 件 (7)' 与 (9) 的 等 价 性 ,都 基 
于 指标 集 的 有 向 性 . 

下 面 是 定理 4. 1.5 的 某 种 推广 . 

4. 2. 13 定理 对 于 一 致 空间 X, 以 下 条 件 互相 等 价 ， 

(iD XX 是 完备 空间 ; 

《ii) XX 中 每 个 Cauchy 网 有 收敛 子 网 ; 

(iii) 若 多 是 XX 中 有 限 相 交 的 闭 集 族 , 它 满足 条 件 

Vd ED,Yr>>0,3jBE 名 ,使 diamsB <> (24) 
(记号 依 式 (23)), 则 门 多 关外 . 

证 全 GD)., 只 需 证 (i) 过 0G). 设 {x} CX 是 一 Cauchy 网 , 它 有 一 收敛 子 

网 {zx}), 设 zx 一 工 . 由 

dx) 二 d (zx, x,) 二 d(x,, ,Tt) (a € D) 
及 Cauchy 条 件 (22b) 看 出 d(x,,x) 一 0(Y d € D), 因而 zx 一 (用 式 (14)). 这 
得 出 和 完备 . 

GD 人 (iii), 首先 设 和 完备 ,多 如 条 件 (iiD , 则 不 妨 设 多 = 多 “(否则 以 名 * 
取代 史 , 久 ' 显 然 亦 满足 Ci) 中 的 条 件 ). VBE 多 , 取 rs € 瑟 , 到 依 二 为 有 向 
集 , 故 {zs : BE 名} 是 关中 的 一 个 网 . 由 条 件 (24) 推 出 {zxs} 是 Cauchy 网 . 设 rs 
悦 工 , 则 显然 有 XE 门 多 . 

其 次 设 条 件 (iii) 满 足 ，{z,} CC 各 是 一 Cauchy 网 , 今 证 {zx,} 有 一 收敛 子 网 
(因而 完备 ). 令 4,= {zx;:s 之 }, 则 久生 {A,) 是 有 限 相交 的 闭 集 族 . 用 条 件 
(22c) 得 出 ， 

VadaE€ED,Vr>0,ji:.diamsA, < r; 
由 此 易 推 出 diams4, 委 ”~ 因此 多 满足 条 件 (24) , 故 门 未 尖 个. 由 定理 3. 2. 2 证 
明 中 的 (ii) 过 (Civ) 之 证 , 知 {zx,} 有 收敛 子 网 ,如 所 要 证 . 加 | 

定理 4. 2.13 中 的 条 件 (Gi) 显然 可 看 作 定理 4. 1.5(ii) 的 一 个 推广 形式 . 至 于 
定理 4. 2.13(ii), 则 不 免 使 人 联想 到 紧 拓 扑 空间 的 以 下 刻画 :每 个 网 有 收敛 子 
网 . 尽管 后 者 是 一 个 更 强 的 条 件 , 但 还 是 表明 ,完备 性 与 紧 性 有 某 种 可 互相 对 照 
之 处 .了解 这 一 点 ,对 于 理解 完备 性 不 无 益处 . 大 致 可 以 说 ;附加 适当 的 条 件 ( 这 
种 条 件 由 一 致 结构 或 伪 度 量 族 描 述 ) 之 后 ,基于 紧 性 的 结论 亦 在 完备 空间 中 成 
立 . 例如 ,对 完备 空间 中 的 网 附加 Cauchy 条 件 之 后 ,就 有 收 仿 子 网 ;附加 条 件 
〈24) 之 后 ,完备 空间 中 的 有 限 相 交 闭 集 族 就 有 非 空 交 (这 恰 相 当 于 刻画 紧 性 的 定 
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理 3. 2. 2(iii)). 这 些 事实 是 你 在 考虑 完备 一 致 空间 时 不 可 不 注意 的 . 

从 形式 上 看 ,关于 完备 性 的 一 些 命题 与 关于 紧 性 的 相应 结果 亦 可 互相 对 照 . 
例如 ,类 似 于 定理 3. 2.3 有 以 下 命题 . 

4. 2. 14 命题 ”一致 空 间 X 的 完备 子 空间 是 闭 的 . 

证 明 是 平凡 的 . 

以 下 结果 自然 应 与 定理 3.2.4 对 应 了 . 

4. 2. 15 命题 (i) 完备 性 是 闭 遗 传 的 , 即 完备 一 致 空间 的 闭 子 空间 是 完备 
的 . 

Gi) 设 羡 是 一 致 空 间 (Xi;, 人 2,) (i € 7) 的 积 空间 , 则 XX 是 完备 的 马 每 个 XX， 
是 完备 的 . 因此 ,完备 性 是 可 乘 的 . 

Gii) 完备 性 在 一 致 同 构 映射 下 保持 不 变 . 因此 ,完备 性 是 一 致 拓扑 性 质 . 

证 GG) 与 Gii) 是 明显 的 ,只 证 Gi). 车 XX 完备 , 则 X,(i € 了 7) 作为 XX 的 闭 子 空 
间 亦 必 完 备 . 反之 , 设 每 个 xX; 完备 , 今 证 XX 完备. 设 {zx} CC 和 是 一 Cauchy 网 . 
ViEI,UE AU, 因 (P; X P)-'U EC cr ( 依 命 题 4.2.7(0i), 已 是 投影 ), 故 由 
Cauchy 条 件 (22) 有 : 

jtoyY syst 宇 bo 有 (x',7x) € (P; x P)-U, 
即 
眉 toysYV sst 宕 to,; 有 (xi,7X') EU. 
这 表明 YiE7,{xi) 是 X; 中 的 Cauchy 网 . 由 XX; 的 完备 性 ,有 zi 一 zi(i € 7), 因 
而 x 一 二 (zx;). 这 表明 X 是 完备 的 . 口 

从 形式 上 看 ,命题 4. 2.15(ii) 与 关于 紧 性 的 Tychonoff 定理 恰 相 对 应 ,但 从 
证 明 的 难 易 来 看 ,二 者 是 完全 不 相当 的 ,命题 4. 2.15(ii) 是 一 个 比较 平凡 的 结 
论 . 另 一 方面 ,命题 4.2.15 自然 是 4.1.6 的 推广 .与 4.1.6 比较 ,一 个 明显 的 区 别 
是 :对 于 一 致 空间 来 说 ,完备 性 的 可 乘 性 并 无 “可 数 ” 的 限制 ,这 是 一 般 的 一 致 空 
间 概 念 与 度量 空间 概念 相 比 的 优势 之 一 . 利用 命题 4. 2. 15 立即 得 出 :对 任何 非 
空 集 2, 一 致 空间 R? 是 完备 的 . 如 果 限 制 在 度量 空间 的 范围 内 , 仅 能 说 到 R* 的 
完备 性 . 

D. 全 有 界 性 与 紧 性 

有 了 上 有 段 的 经 验 ,现在 我 们 更 清楚 ,与 4. 1C 相对 照 ,此 处 应 该 作 什么 . 与 
4. 1C 中 不 同 的 是 ,对 于 一 致 空间 和 , 我 们 可 依 方便 运用 一 致 结构 2 或 伪 度 量 族 
D. 首先 是 推广 定义 4.1. 7. 

4. 2. 16 定义 设 (X ,2) 是 一 个 一 致 空间 , 4 CC X. 若 

YUE 人 UY, 存在 有 限 集 B CCX, 使 A CCUCB)， (25) 
则 称 4 为 全 有 界 集 . 若 和 本身 是 全 有 界 集 , 则 称 X 为 全 有 界 空间 . 
如 同 Cauchy 条 件 一 样 ,全 有 界 条 件 (25) 亦 可 表 成 多 种 等 价 形式 ,如 
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VV € % ,存在 有 限 集 BCX, 使 ACV(B); (25a) 

Vd € D,Ye > 0, 存 在 有 限 个 x; EX, 使 ACU Balz),， (25b) 

其 中 2 是 红 的 任何 (或 某 个 ) 基 , D 是 生成 统 的 任何 (或 某 个 ) 基 本 伪 度 量 族 ， 

Ba(z) = 二 Va(x). 注意 ,车 a; € A 门 Bs(zi), 则 Balzi) C Baslaj) ,6 == 2e. 因此 

对 于 条 件 (25b) 可 要 求 +; E.4. 这 就 表明 , 4 为 全 有 界 集 与 它 作为 子 空间 全 有 界 
两 者 是 一 致 的 . 

下 面 是 引 理 4. 1. 8 的 推广 . 

4.2.17 引 理 4CC 和 全 有 界 马 4 中 任何 网 有 Cauchy 子 网 ( 即 满足 Cauchy 
条 件 的 子 网 ). 

证 只 需 对 4 一 和 证 明 .首先 设 和 全 有 界 , (zx, : t ET} 是 XX 中 一 个 网 . 令 
4,= {zx :5s 之 }, 则 {4,:t€T) 是 有限 相 交 的 ,因而 必 生 成 一 个 滤 子 (用 命题 
1. 1. 11), 进 而 又 可 设 它 含 于 某 个 超 滤 子 -x (用 定理 1. 2. 8). -x 有 以 下 性 质 : 
YACX, 有 AE.x 或 A E€ x.xyY 依 二 是 一 有 向 集 , 因 而 A 二 TX .x 亦 为 
有 向 集 . 任 给 = (t,A4) € A, 有 A4 门 4, 关 人 @, 故 有 吉之 i, 使 得 xz, E 4. 易 见 
{zx,) 是 {zx} 的 一 个 子 网 , 今 证 {zx} 满足 Cauchy 条 件 . 任 给 d € D,e 二 0, 由 全 
有 界 性 ,有 有 限 个 二 EX,B;= Ba(Zzi) ,使 得 基 二 U Bi. 必 有 某 个 B; € .x , 否 
则 名 = 站 BE xy! 固定 B= BE 与 ET, 令 66, 二 (to,B), 则 当 65= 4， 
A4) 之 各 时 有 Xz, E€ 4CB, 因 而 

d(zisT,) < 2e (6,0 > 06,). 
这 正 表明 (zu)} 满足 Cauchy 条 件 (22b). 

反之 , 设 苑 非 全 有 界 , 则 有 UL € 人 ,使 得 对 任何 有 限 集 BCX 有 XX 关 
U(B). 任 取 x EX, 必 有 z € XX\U(z1) ,Xs EX\U({zri,Tz}),…, 如 此 得 到 无 
穷 序 列 {z,}, 它 有 性 质 : 

(zz EU (>n 和 1). 
{x,} 显然 不 可 能 有 Cauchy 子 网 (看 条 件 (22)). 口 

如 果 说 引 理 4. 2. 17 与 引 理 4.1.8 还 有 些 差别 ( 引 理 4.1.8 只 涉及 序列 ), 那 
么 ,命题 4. 1. 9 几乎 可 一 字 不 差 地 推广 到 一 致 空间 . 

4. 2. 18 命题 (i) 全 有 界 性 是 遗传 的 , 即 全 有 界 集 的 子 集 是 全 有 界 的 . 

(ii) 全 有 界 性 是 可 乘 的 , 即 任何 一 族 全 有 界 一 致 空间 (X;, 人 2;) (i E 了) 的 积 
空间 X 是 全 有 界 的 . 

(iii) 全 有 界 性 在 一 致 连续 映射 下 保持 不 变 , 即 若 (X, 人 2 ) 与 (YY) 是 一 
致 空间 , : X 一 了 一 致 连续 , 则 RX 在 Y 中 全 有 界 . 因 此 ,全 有 界 性 是 一 致 拓扑 
性 质 . 

(iv) 车 4,B CX 全 有 界 , 则 A U B 与 和 4 均 全 有 界 . 
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证 〈i) 是 明显 的 ， 
(ii) 依 命题 4. 2. 7(ii) 中 的 记号 , 取 积 一 致 结构 中 的 一 集 
U = CP, x P;,) -Lu 
其 中 UE 2 (11k 志 n). 取 有 限 集 BCX, ,使 得 和 ==Ui(Bi)(1 寺 kn). 
对 任 给 zi E 八 { 全 ,i … i), 取 定 bE X;, 则 


B= JIBx lL, {6;) 


是 匀 的 有 限 子 集 . 今 验证 X=U(B) (从 而 六 是 全 有 界 的 ， 用 条 件 (25a)). 任 给 工 
二 (zi) E XX, 取 bEB, 使 Zi E Uilbi); 取 bE€B, 使 Pib6 二 b(l 人 kn)， 
则 
(P; X Pi)(b,7) = (ir) EU (lkEn), 
这 表明 (5,z) EU, 因而 x E UL) C UCB), 如 所 要 证 . 
(iii) 利用 引 理 4. 2. 17 所 提供 的 对 全 有 界 性 的 “Cauchy 子 网 刻画 ”, 证 明 是 
直接 的 . 
(iv) A U B 的 全 有 界 性 是 明显 的 . 今 证 4 全 有 界 . 任 给 UE€ UU, 取 VE 人 ， 
使 VY。V CU; 取 有 限 集 ECX, 使 A CVCE). 于 是 
ACVCGA) CCV VE CUGCE)， (A 用 式 (5)) 
这 表明 4 是 全 有 界 的 . [0 
至 于 定理 4.1.10 中 的 紧 性 条 件 ,多 半 与 度量 有 关 , 因 而 并 不 能 完全 推广 于 
一 致 空间 . 不 过 ,定理 4. 1. 10 仍然 有 如 下 部 分 推广 . 
4. 2. 19 定理 ”对 一 致 空间 (X,2l), 以 下 条 件 互相 等 价 : 
Q) XX 是 紧 空 间 ; 
(ii) 六 是 完备 的 与 全 有 界 的 ; 
(iii) 了 全 有 界 , 且 对 关 的 任何 开 和 覆盖 x, 存在 U € 人 QU, 使 得 
{U(xz):z EX}< AY. (对 照 4. 1 节 式 (18)) (26) 
满足 条 件 (26) 的 ex 称 为 X 的 一 致 覆盖 . 因此 ， 条 件 Gii) 可 改 述 为 ， 和 全 有 
界 且 其 开 覆 盖 均 为 一 致 覆盖 . 
证 ”结合 定理 4.2.13, 引 理 4. 2. 17 与 定理 3. 2. 2, (iD) 兮 (ii) 是 显然 的 ， 
GD 全 (iii). 设 各 是 紧 空 间 ,-ex 是 美的 开 覆 盖 . 若 YUE 和 ，(26) 不 成 立 , 则 
存在 zu € X, 使 得 
U(x ) FA (ES 多 ,46E-ozr). (27) 
AU 依 二 为 有 向 集 , 因 此 {xv} 是 X 中 的 一 个 网 , 它 有 收敛 子 网 ,为 记号 简便 ,不 
妨 就 设 z 一 z. 取 4E-z, 使 rxE4. 因 zz 是 4 的 内 点 , 故 有 ES 使 
(VoV)(z)CAh. 取 UE 使 UCV, 有 自 xzv EV(x), 则 
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U(zy) CU VC CV VTCA, 
这 与 式 (27) 相 矛盾 .反之 设 条 件 (iii) 满 足 ,-ex 是 针 的 开 覆 盖 . 取 U EE€ 和 ,使 式 
(26) 满 足 . 由 全 有 界 性 ,有 有 限 集 {xi} , 使 得 们 二 UUCzx;). 取 A;€ oY 使 Uz) 
C 4， 则 {4;) 是 -ez 的 有 限 子 覆盖 . 这 表明 区 是 紧 空 间 . 口 
结合 命题 4. 2. 14, 命 题 4. 2. 15, 命 题 4. 2. 18 与 定理 4. 2. 19 得 到 以 下 结论 . 
4. 2. 20 推论 设 开 是 一 致 空间 , 4 C 怀 , 则 以 下 结论 成 立 : 
(GD 4 是 紧 集 => 4 是 全 有 界 闭 集 , 4 是 相对 紧 集 => 4 是 全 有 界 集 . 
Gi) 车 区 是 完备 空间 , 则 A 是 紧 集 司 4 是 全 有 界 闭 集 ; 4 是 相对 紧 集 后 4 
是 全 有 界 集 . 
最 后 就 是 定理 4. 1. 13 的 推广 了 ,这 件 事 已 经 很 简单 . 
4. 2. 21 定理 设 (X, 人 2U) 是 紧 一 致 空间 , (Y,Y) 是 一 致 空间 , RE C(X， 
了 ), 则 下 一 臻 连续. 
证 设 F 非 一 致 连续 , 则 有 VV E %Y ,使 得 
(FXFUSGV (VUEA). 
不 妨 设 V 是 开 集 (参看 4.2.4(iD). YU €E 人 U, 取 (zov,yv) EDU, 使 (Fzu,Fyv) 
EV. 由 XX 的 紧 性 可 取 子 网 {zw), 使 zw 一 x; 易 见 亦 有 yu 一 x+, 因而 由 下 连续 
与 了 为 闭 集 有 : 
(FruFyr) ~ (Fr,Fr) EV', 
这 与 (Fx,Fx) E Y 相 矛 盾 . 误 ] 
对 照 定 理 4.1. 13 与 4. 2. 21, 可 知 二 者 实际 上 运用 了 同样 的 证 法 :收敛 子 网 
(或 子 列 ) 论 证 . 子 网 概念 确实 不 如 子 列 概念 那样 直观 清晰 . 对 于 如 何 从 一 个 网 取 
出 子 网 ,你 可 能 尚 无 明确 印象 .但 在 理论 证 明 中 ,这 种 差别 并 不 真正 妨碍 对 于 网 
的 运用 . 一 旦 积累 了 一 定 经 验 , 你 会 乐意 使 用 收敛 子 网 论证 的 . 
连续 函数 的 一 致 连续 性 定理 在 分 析 中 有 多 大 用 处 ,想必 你 是 深 有 体会 的 . 自 
然 , 定 理 4. 2. 21 的 重要 性 亦 不 容 低估 . 不 过 ,此 处 并 不 打算 去 考虑 其 他 领域 的 应 
用 例子 ,只 是 指出 ,将 定理 4. 2. 21 用 于 一 致 空间 理论 自身 ,可 得 出 两 条 重要 推 
论 . 前 面 我 们 曾 指出 ,用 定理 4. 2. 11 并 不 能 断定 一 致 空间 都 是 某 个 方 体 J? 的 子 
空间 .但 对 于 紧 一 致 空间 则 应 另 当 别论 , 
4. 2. 22 推论 ”对 于 一 个 紧 一 致 空间 X 有 以 下 结论 : 
(i) XX 可 一 致 同 构 地 媒人 J?,J 二 [0,1],2 是 某 个 非 空 集 . 
Gi) X 上 具有 同一 个 一 致 拓扑 的 一 致 结构 是 唯一 的 . 
证 只 要 指出 ,车 政 : 久 一] 是 拓扑 拱 入 ，Y = FX, 则 由 定理 4. 2. 21 推出 
下: 多 一 了 必 为 一 致 同 构 ;关上 的 一 致 结构 通过 下 由 Y 上 的 一 致 结构 唯一 决定 ， 
口 
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4.3 函数 空间 


在 展开 度量 (或 一 致 ) 空 间 一 般 理 论 的 这 条 崎 岂 道 路 上 ,我 们 已 走 过 很 长 一 
段 路 程 了 . 尽管 已 看 到 了 一 些 出 色 的 定理 ,但 很 可 能 仍然 感到 这 个 理论 有 些 空 
洞 ,没有 见 到 多 少 实例 用 作 支 撑 . 现在 就 该 看 一 些 较 具体 的 空间 了 . 首先 应 肯定 ， 
度量 (或 一 致 ) 空 间 的 例子 绝 不 缺乏 ,实际 上 多 得 难 见 其 一 斑 . 应 用 上 最 重要 的 度 
量 ( 或 一 致 ) 空 间 通 常 以 函数 空间 的 形式 出 现 . 一 些 最 重要 的 函数 空间 ,例如 7? 空 
间 及 更 一 般 的 Sobolev 空间 ,是 泛 函 分 析 的 对 象 ,并 不 宜 在 这 里 讨论 . 本 节 限 于 考 
虑 连续 函数 空间 , 且 所 作 的 讨论 主要 服务 于 解释 本 章 中 的 一 般 结论 这 一 目的 . 

在 本 节 中 , Q 记 一 给 定 的 LCH. 依 对 只 的 假设 不 同 , 在 C(2) 中 或 可 定义 度 
量 , 或 只 能 定义 某 个 一 致 结构 . 

A. 度量 的 导入 

首先 设 2 是 第 二 可 数 的 LCH ,在 这 种 情况 下 ,可 用 标准 方式 将 C(Q) 定义 为 
度量 空间 . 

导入 度量 的 方法 有 两 个 . 其 一 是 首先 定义 某 种 “ 拟 范 数 ”. 取 人 中 一 个 紧 集 
列 {K,), 使 {(K",} 覆盖 2， 例如 可 取 2 中 紧 集 的 一 个 穷竭 序列 (天 ,}(〈 依 定理 
3. 2.15). 定义 


| 一 > 2C1xl Al) ecCG2))， 
"1 (1) 


al, = maxlz(z)| CO EN). 
rEK, 


连续 函数 lu(x) | 在 紧 集 天 , 必 取 得 最 大 值 ( 依 命 题 3.2.5Gi)), 因 此 上, 有意 
义 . 式 (1) 中 的 和 式 自 然 使 你 联想 到 4. 1 节 式 (7) 或 4.2 节 式 (20), 对 于 它 的 特点 
是 早已 了 然 于 胸 的 ,这 会 使 我 们 下 面 作 得 顺利 些 . 利用 式 (1) 容 易 直 接 验证 (以 下 
设 u,v € CC2) ): 

(i) 对 称 性 : 外 一 xl = |u|; 

(ii) 三 角 不 等 式 : xx 十 21 筷 |x 十 vl; 

(iii) 正定 性 : uj 关 0, zh =0 镶 w(x) 二 0. 
对 于 性 质 (iii) 的 验证 用 到 {K,} 覆盖 0 这 一 事实 . 现在 定义 

do 一 xz 一 zl (ooECG2))， (2) 

则 从 | 外。 的 性 质 ( 人 一 (iii) 恰 好 推出 & 满足 距离 公理 (Di) 一 (D:)( 依 定义 
2.1.14), 因 而 4 是 CC2) 上 的 一 个 度量 . 

另 一 个 方法 是 ,首先 定义 一 族 伪 度量 : 
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d,(u,v) = max |u(z) — vr)| (uv €E CON),n €N), 
{d, : n € N} 显然 分 离 CC(0) 中 的 点 .然后 用 4. 2 节 式 (20) 定 义 出 度量 d: 
dus0) = D2 [du0) A 人 1] (uv € CC2)). (2)’ 
于 一】 


注意 , dx,v) 二 ju 一 "小 式 (2) 与 式 (27 实 际 上 是 一 致 的 .不 过 ,用 记号 
外 . 儿 更 简便 些 ,下面 采 用 定义 式 (2). 

4. 3.1 命题 依 式 (2)? 定 义 的 度量 4,C(Q) 是 一 个 完备 度量 空间 . 任 给 序列 
(CCCO) 与 EC(O)， 有 

一 & 全 在 任何 紧 集 天 CQ 上 有 xz) 地 w(x)， (3) 

其 中 wu 一 x 表示 依 量 d 收敛 , 地 表示 一 致 收敛 (下 同 ). 

证 直接 看 出 心 一 & 全 反 一 4 一 0, 故 只 要 考虑 向 0 的 收敛 .其 次 注意 一 
0 多 站 一 0. 类 似 于 4.2 节 式 (21), 有 不 等 式 : 


| < Dzaulit 志 EN)， 
i=1 


ujl:Al<2 ul (i € N). 


(4) 


由 式 (4) 推 出 : 
ul 一 0 会 VaEN, 有 站 xl 一 0 (一 co) 
OVnEN, 在 K, 上 wl(z) 二 0( 一 oo). (5) 
因 {(K",:”EN) 杉 盖 Q, 故 任何 紧 集 KK CC 0 必 被 有 限 个 KK; 覆盖 ,这 就 从 式 
(5) 推 出 收敛 性 刻画 式 (3). 
下 面 证 完备 性 . 设 {uw} CC CC0) 是 一 Cauchy 序列 , 则 


上 一 由 一 0 (CR 一 co). (6) 
类 似 于 式 (5), 由 式 (6) 推 出 
VnE€EN, 在 K, 上 wr) 一 u(rz) 人 0. (k,m— 00) (7) 
由 此 推出 (w(x)} 在 每 点 x € 0 收 人 钙 , 记 其 极限 函数 为 u(rz). 由 式 (7) 推 出 
VnEN, 在 K, 上 ar) 二 zz) (k —> co)， (8) 


故 x(z) 在 天 ,( 从 而 亦 在 天 ", ) 上 连续 , 因 {K",} 覆盖 吕 , 故 xE CC2) (用 拼接 引 
理 2. 3. 4). 由 式 (8) 推 出 wu 一 u( 度 量 收 敛 ), 这 就 证 得 CC2) 是 完备 的 . [0] 

由 条 件 (3) 所 描述 的 收敛 通常 称 为 紧 一 致 收敛 , 即 在 每 个 紧 集 上 一 致 收敛 . 
显然 {wu} 在 每 个 紧 集 天 CC 上 一 致 收敛 全 (ws) 在 每 个 ,ln E N) 上 一 致 收 
伍 . 鉴于 条 件 (3) 与 天 , 的 选择 无 关 ,因此 ,空间 C(2) 上 的 度量 拓扑 并 不 依赖 于 
及, 的 选择 (注意 ,度量 4 却 与 天 , 的 选择 有 关 ) ,而 只 依赖 于 收敛 条 件 (3), 因 而 不 
妨 就 称 这 种 拓扑 为 CCG2)7 上 的 紧 一 致 收敛 拓扑 . 紧 一 致 收敛 拓扑 既 不 太 强 (例如 
与 一 致 收敛 拓扑 比较 ), 又 不 太 弱 (例如 与 点 态 收敛 拓扑 比较 ), 在 应 用 上 颇具 优 
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势 , 因 而 被 普遍 使 用 . 
因 对 02 可 作 多 种 多 样 的 选择 , 故 空间 CC(Q) 具有 大 量 形式 各 异 的 特例 . 下 面 
考虑 一 些 常见 的 情形 . 
4.3.2 例 (i) 取 0=N， 则 N 依 离散 拓扑 是 第 二 可 数 的 LCH, 玉 CN 为 紧 
集 参 天 是 有 限 集 . 因 任何 z:N 一 R 都 连续 (何故 ?), 故 CCN) = R*. 下 面 总 将 
ZER 写 作 (zD). 任 给 序列 (xz*} CR (在 N 上 紧 一 臻 收 伍 今 {7z*) 在 每 点 
i EN 收敛 ,因此 
TO0OViEN.r—>0 (hk-—> o00). 
这 就 表明 , R* 中 的 收 化 即 依 坐 标 收敛 ,因而 R* 中 的 “ 紧 一 致 收敛 拓扑 ”就 是 积 拓 
扑 ( 参 考 例 2. 3. 8(ii) ). 
至 此 ,并 未 提 到 R* 中 的 度量 . 所 需 的 度量 可 依 式 (1) 和 式 (2) 定 义 . 例如 , 取 
天 ,一 {nn}(Y n € N), 得 到 如 下 度量 公式 : 
fo = zyl (rz,y € R’), 


| zl = >2- “(|x| A 1). 


依 此 度量 , R* 是 一 个 完备 度量 空间 . 
(ii) 设 人 2CR’ 是 任 给 非 空 开 集 , 则 0 是 一 个 第 二 可 数 的 LCH, 因 而 CCQ) 依 
式 (1), (2)? 定 义 的 度量 是 一 个 完备 度量 空间 ,其 中 的 度量 收敛 即 紧 一 致 收敛 ,这 
意味 着 在 2 内 每 个 有 界 闭 集 上 一 致 收敛 ,在 分 析 中 通常 称 为 内 闭 一 致 收敛 . 
为 能 依 式 (1),(2) 写 出 度量 d, 当 98 关 络 时 可 依 3.2 节 式 (5) 构 成 所 需 的 序 
列 {Ki). 车 = R", 则 可 取 开 ,= B,(0), 于 是 CC(R”") 中 的 度量 4 可 表 为 
,v) = lu—wv|，, (u,v EC(R')) 


el = Da mas le) A1] 


无 论 依 式 (1)， C2) 或 式 (10)， dlu,v) 的 计算 都 不 会 很 简单 . 但 要 强调 指出 ， 
重要 的 是 存在 度量 4 使 CC(Q) 为 完备 度量 空间 , 且 其 度量 收敛 就 是 紧 一 臻 收敛， 
至 于 d 的 具体 表达 式 , 则 未 必 总 需要 ,有 时 甚至 根本 不 写 出 它 . 因此 ,对 稍 显 复 杂 
的 度量 公式 (10) ,并 不 必 介 意 . 

Qiii) 设 2 是 紧 拓 9 扑 空 间 , 则 完全 不 必用 到 紧 集 列 {K,}, 只 需 直 接 定义 

du,o)= |iu—v)| (GoECG2))， 

| xl = sup|z(Cz) | 
C(Q) 依 式 (11) 所 定义 的 度量 4 是 一 个 完备 度量 空间 ,其 中 的 度量 收敛 就 是 在 2 
上 一 致 收敛 . 

(iv) 设 0 二 QU {coo} 是 人 2 的 一 点 紧 化 ( 依 定理 3.2.17), 则 x : 0 一 R 连 
续 名 u10 连续 且 lim za(z) 二 uw《oo), 若 令 


(9) 


(10) 


(11) 
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CQ) = lu €E CO): lim u(x) 存在 且 有 限 }， (12) 
则 CC) 与 C.(0) 之 间 存 在 一 个 自然 的 双 射 , 即 每 个 ww E C.(0) 对 应 它 在 2 
上 的 唯一 连续 扩张 .因此 , 若 等 同 C.CQ) 与 CCQ0,), 则 CCQ) 是 一 个 完备 度量 空 
间 ,其 中 的 度量 d 仍 依 式 (11) ,而 度量 收敛 即 一 致 收敛 . 


c == ((zi) € R* :lim zx, 存在 且 有 限 )， 


其 中 的 度量 a 定义 为 ( 依 式 (11)); 
一 jz 一 > 外 (zyEc)， 
zl = suplzil. 


在 泛 函 分 析 中 , c 是 一 个 有 用 的 空间 . 

B. 拓扑 性 质 

仍 设 呈 是 第 二 可 数 的 LCH, 在 CC(2) 上 采用 紧 一 致 收敛 拓扑 ,现在 考察 空间 
CCQ) 的 一 些 值得 注意 的 拓扑 性 质 . 因 已 知 CC(Q) 是 度量 空间 , 故 它 具 有 最 好 的 
分 离 性 质 (参考 3. 1 节 ). 其 次 , 易 见 C(Q) 同时 也 是 向 量 空间 , 且 向 量 的 线性 运算 
是 连续 的 ,利用 这 些 事实 不 难 推 出 C(2) 的 连通 性 与 局 部 连通 性 . 由 此 可 见 , 就 
分 离 性 与 连通 性 而 言 , C(2) 都 应 列 人 最 好 的 拓扑 空间 之 内 . 就 本 书 所 涉及 的 拓 
扑 性 质 而 言 ,余下 要 关注 的 只 是 CCQ) 的 可 分 性 (这 等 价 于 第 二 可 数 性 ,参考 命 
题 2.4.12), 以 及 CC2) 中 子 集 的 紧 性 与 相对 紧 性 . 以 下 所 述 的 一 些 结论 ,对 于 现 
代数 学 的 许多 领域 都 是 基本 而 常用 的 . 

首先 考虑 可 分 性 . 无 需 对 8 作 更 特殊 的 假设 ,就 能 证 明 如 下 一 般 结果 . 

”4.3.3 定理 设 2 是 第 二 可 数 的 LCH, 则 空间 CC2) 依 紧 一 致 收敛 拓扑 是 
可 分 的 . 

证 取 吕 中 紧 集 的 穷竭 序列 {K,}. 假定 已 证 每 个 C(K,) 是 可 分 空间 , 取 
C(K,) 的 可 数 稠 集 4,. 吕 必 为 正规 空间 (用 例 3. 1. 18,LCH 必 为 正则 空间 ) ,因此 
每 个 E 4, 都 可 以 连续 地 扩张 到 0 上 (用 定理 3. 1. 16), 这 就 不 妨 认 定 4, 性 
C(D)( 这 是 要 点 !), 因而 4 = 二 U 4, 是 CC(Q) 的 可 数 子 集 . 今 证 4 在 CC(0) 中 再 
密 ( 因 而 C(2) 是 可 分 的 ). 取 定 xECG2) 与 sE (0,1), 设 d 依 式 (1) 和 式 (2) 定 
义 . 取 定 wnE N, 使 2”"”< 过 el/2. 因 wu|K, € C(K,), 故 有 wv Ah,, 使 得 

jz 一 vv, 二 e/2， (记号 依 (1)) 
从 而 
av;<e/2 (Qi<n), 
于 是 结合 式 (2) 与 式 (4) 有 d(u,v) < e. 这 表明 4 是 稠 集 . 

下 面 证 C(K,) 可 分 ,这 是 定理 证 明 的 主要 部 分 . 不 妨 设 吕 本 身 是 紧 的 ,证 
C(2) 可 分 . 可 设 2 是 紧 度 量 空间 (用 推论 4.1.20), 因 而 每 个 x E€ CGO) 在 2 上 
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一 致 连续 (用 定理 4. 1. 13). 取 定 人 的 可 数 拓扑 基 多 . 任 给 w €E C(C2) 与 se 之 0. 由 
一 致 连续 性 , 必 有 有 限 开 覆盖 6 = {B,B,,…,B,} CC 名 ,使 得 在 每 个 Bi(1l 和 
i 魏 2”) 内 的 振幅 二 e/2 , 即 
VzyEBi:ixz(zr) ~ u(y)| < e/2. 
取 吕 上 从 属于 8B 的 单位 分 解 Bs 二 (9,P，… ,9)〈 依 定理 3.1. 20), 设 定 By 的 选 
择 仅 依赖 于 B, 而 与 4,e 等 因素 无 关 . 取 zi € Bi 及 rE€ QQ, 使 得 
lulz) —r| <e/2( in). 
令 v 二 2,rg, 则 Vx EQ, 有 
|xz(z) — v(x)| = | 2 9(z)[x(z) 一 | 


< Rr) Nur) —ril. 


车 g(r) 关 0, 则 x € supp 8 CC B,;, 于 是 
1z(z) — rir) 一 zz) 十 zz) 一 六 | < es. 

这 就 推出 jx(z) 一 v(z)| 二 e(Y x E02), 从 而 jw 一 v〗 二 e. 这 就 证 明了 形 如 
v 二 rg 的 函数 在 C(0) 中 稠密 .有 限 组 B= {Bi) 性 多 ,{ri) CQ 取 自 一 可 数 
集 ,而 {8} 仅 决 定 于 B, 故 如 上 的 v 只 有 可 数 多 个 (用 定理 1.1.8), 这 就 证 明了 
C(0) 的 可 分 性 . 口 

定理 4. 3. 3 是 一 个 很 一 般 的 结果 , 它 特别 适用 于 0 C R" 是 任 一 开 集 或 2 是 
紧 度 量 空间 ( 依 推论 4. 1.20) 的 情况 . 定理 4. 3. 3 也 推出 空间 R* 的 可 分 性 . 对 于 
某 些 较 特殊 的 ,CC(Q) 的 可 分 性 当然 可 用 更 直观 的 方法 来 证 明 . 例如 ,对 于 02= 
[ae, 纪 所 有 ,由 著名 的 Weierstrass 定理 ,每 个 w € C(Q0) 可 用 有 理 系 数 多 项 式 一 
致 允 近 , 而 这 就 推出 CCQ) 的 可 分 性 .但 除了 假定 2 是 第 二 可 数 的 LCH 之 外 ,不 . 
作 任 何其 他 附 如 假设 就 得 出 CCQ) 的 可 分 性 , 则 无 疑 是 一 个 给 人 印象 深刻 的 结 
果 . 注意 ,在 定理 4. 3. 3 的 证 明 中 ,我 们 应 用 了 定理 3.1.16, 定 理 3.1.18, 定 理 
3. 1. 20 及 推论 4. 1. 20 等 一 系列 深刻 的 拓扑 定理 , 正 是 这 些 强 有 力 的 拓扑 定理 ， 
使 得 我 们 能 在 2 缺少 具体 结构 的 情况 下 完成 CCQ) 的 可 数 笛子 集 的 构成 . 这 就 
凸显 了 抽象 的 拓扑 学 方法 的 强大 力量 . 

关于 多 项 式 一 致 逼近 的 Weierstrass 定理 有 多 大 的 价值 ,是 众所周知 的 .在 
某 种 意义 上 ,定理 4. 3. 3 可 看 作 Weierstrass 定理 的 一 般 化 ,其 应 用 自然 更 加 广 
泛 , 它 常用 作 其 他 函数 空间 可 分 性 证 明 的 基础 . 

下 面 转向 考虑 CGO2) 中 的 紧 集 . 设 A CC(2). 由 推论 4.1.11, 4 是 相对 紧 
的 马 4 中 任何 序列 有 子 列 在 只 中 紧 一 致 收敛 .车 只 本 身 是 紧 的 , 则 4 相对 紧 续 
4 中 任何 序列 有 子 列 在 2 上 一 致 收 伍 . 在 一 连续 函数 集中 ,确立 一 致 收敛 或 紧 
一 致 收敛 序列 的 存在 性 ,对 于 许多 问题 是 重要 的 ,在 一 些 存 在 性 或 可 解 性 (例如 
微分 方程 解 的 存在 性 ?证 明 中 常常 是 关键 的 . 因此 ,涉及 CC2) 中 紧 集 判断 的 定 
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理 自然 有 重要 价值 . 以 下 结果 是 很 著名 的 . 
4. 3. 4 Arzela-Ascoli 定理 ” 设 Q 是 紧 度 量 空间 , A CCCQ), 则 4 相对 紧 的 
充 要 条 件 是 : 
(i) 4 一致 有 界 , 妈 sup(lu(z)|:u€ 4,z€ 0)<o; 
Gi) 4 等 度 连续 , 即 如 下 条 件 满足 : 
Ve>0,36>0,Vu€E A,VX,y € 0, 
dl(zr,y) < Iur) — uly)| <e. 
在 给 出 证 明之 前 ,让 我 们 解释 一 下 条 件 (i) 和 条 件 (ii). 设 CCG2) 中 的 度量 a 
依 式 (11, 则 条 件 (i) 即 


(13) 


sup d(u,0) < co， 
这 相当 于 说 4 为 有 界 集 . 因 4 相对 紧 A 全 有 界 ( 依 推论 4. 1. 11) ,要求 4 有 界 
是 很 自然 的 .在 R" 中 ,有 界 即 为 全 有 界 .在 其 他 度量 空间 中 ,有 界 性 通常 还 要 加 
上 一 定 附加 条 件 才 能 推出 全 有 界 性 ;定理 4. 3.4 中 的 等 度 连 续 性 就 正 是 这 种 附 
加 条 件 . 条 件 (13) 相 当 于 说 ,每 个 4 € A 在 0 上 一 致 连续 , 且 找 述 z 一 致 连续 的 
6 (参看 4.1 节 式 (1)) 与 w € A 无关. 这 个 条 件 当 然 是 有 点 强 的 . 

证 首先 设 4 相对 紧 . 从 前 面 的 说 明 已 看 出 4 必 一 致 有 界 . 今 设 4 非 等 度 
连续 ,由 此 导出 也 盾 . 这 是 一 个 典型 的 收敛 子 列 论证 ,关键 步骤 是 适当 地 表述 条 
件 (13) 的 反面 . 条 件 (13) 不 成 立意 味 着 存在 es> 0,u, E A,zx,,y, € 0(n € N)， 
使 得 

dz 一 0， [u(xs) ~— u(y,)| > €. (14) 
由 4 相对 紧 及 2 为 紧 空间 ,从 {w,},{z,) 本 身 及 其 任何 子 列 均 可 选 出 收敛 子 列 . 
不 失 一 般 性 ,不 妨 就 设 u, 一 zx (一 致 收 伍 ), zx, 一; 显然 y, 习 工 . 于 是 由 式 (14) 
有 
eC)u (zs) — ur) | 十 ez) 一 zz)| 
十 [uCr) 一 zy 十 lz) — ulyn)| 一 0， 
得 出 矛盾 . 因此 , 4 必 等 度 连续 . 

其 次 设 条 件 (D 和 (ii 满足 ,给 定 序 列 {u,} C 4, 今 要 从 {z} 中 选 出 一 致 收 
敛 子 列 . 因 f2 可 分 (用 命题 4. 1. 19), 故 如 有 一 可 数 稠 集 {zi}. 由 条 件 (i)， 
tzn(Cz)) 有 界 , 因 而 有 收敛 子 列 , 记 作 {zCz)}. 同 理 ，{ui(zs)} 有 收敛 子 列 
{ua(x2)),… ,一般 地 , {ur1《zi)} 有 收敛 子 列 {ut (zi)} ,二 1，2,…. 令 二， 
则 {v,} 是 {u,) 的 子 列 , 对 每 个 固定 的 &AE N, 当 n 一 oo 时 {v,(zi)} 收 化. 今 证 
{v,) 一致 收敛 . 因 CC0) 完备 , 故 只 需 证 {v,} 依 度量 4 满足 Cauchy 条 件 ( 见 4.1 
节 式 (13)). 任 给 s > 0, 取 定 使 条 件 (13) 成 立 的 86. 由 了 为 紧 度 量 空间 推出 , 0 
必 为 有 限 个 球 Bazkab)(1 委 上 委 Ao) 覆盖 . 因 {zxi) 是 2 的 笛子 集 , 不 妨 设 zx; EE 
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Byzslai) (1 三 上 有). 取 n。E€E N, 使 得 
[vn CT0) 一 (zi | Ee (nn nl SEEh,). (15) 
注意 , no 与 6 二 1,2,…,k 无 关 ( 这 是 要 点 !). 任 给 XE ,zx 必 属 于 某 个 Bs,(a) 
(1 委 & 委 to), 因而 
dzz Cdlrya) 十 dz < 

于 是 , 当 m,n 之 no 时 有 

[va Cx) — vzT) | SE vx) Oo— va zi) | + [vs C7) — vr) | 

二 |v, (X21) — vx) | 
<<e 二 ee 十 ee 一 3e. (用 式 (13) 和 式 (15)) 
这 表明 
app) 3€ (Vm,n > no0), 

即 {v,} 满足 Cauchy 条 件 , 如 所 要 证 . 口 

如 同 在 3. 2. 11(ii) 中 一 样 ,上 面 证 明 中 选 出 子 列 {v,} 时 用 了 对 角 线 法 ，({v,} 
正 是 “对 角 线 序列 ”. 注意 ,运用 对 角 线 法 时 仅 用 到 4 的 一 致 有 界 性 ,而 4 的 等 度 
连续 性 则 仅 用 于 证 明 {v,} 满足 Cauchy 条 件 . 

C. 一 般 情形 

现在 撤去 第 二 可 数 性 的 假设 , 仅 假定 2 是 LCH. 这 样 ,定义 如 式 (1), (2) 表 
示 的 度量 已 不 可 能 ,但 可 将 CC(Q) 定义 为 一 个 一 致 空间 . 这 种 一 般 情形 在 应 用 上 
不 及 前 面 考虑 的 特殊 情形 重要 ,但 作为 解释 一 致 空间 概念 的 例子 , 仍 不 失 为 有 
用 . 因此 下 面 作 一 简短 的 讨论 . 

以 .XY 记 0 的 紧 子 集 之 全 体 . 任 给 民 E€ ,定义 


| wll x 一 maxixz(Gz)|， 
EK 


(16) 
drl(us0) 一 xz 一 zx Cv €E COO)). 


直接 看 出 dx 是 C(Q2) 上 的 一 个 伪 度 量 . 由 LCH 的 性 质 知 .9% 覆盖 Q (参看 定理 
3.2.13), 因 此 {dx : KE GH} 是 CC(Q2) 上 分 离 点 的 伪 度 量 族 , 它 生成 C(Q) 上 的 
一 个 一 致 结构 人 2. 令 
Vkr = {(u,v) €E CW) x CON) : dx(u,v) rr}. 
任 给 天 E (in), 有 KAUKEY, 有 HH 
dx (uv) <rO dx,(u,v) <r(l Qin), 
因此 Vx, = 门 Vxrlr > 0). 这 表明 
YA{Vr: KE XH,r>0) (17) 
是 红 的 一 个 基 , 因 此 {dx :天 E .9%} 是 生成 2 的 基本 伪 度 量 族 . 
给 定 CCQ) 中 的 网 {wu) 与 x € C(Q), 由 4.2 节 式 (14) 有 
ww>u OVKE .HA, 有 dx(usu 0 
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命 V 天 E.2o 在 天 上 zw(z) Su(r). (18) 
这 就 表明 , CC(Q2) 上 的 收敛 仍然 是 在 “每 个 紧 集 上 一 致 收敛 ”, 即 紧 一 致 收敛 . 因 
而 CCQ) 上 的 一 致 拓扑 仍 可 称 为 紧 一 致 收敛 拓扑 . 基于 以 上 考虑 ,可 将 命题 
4. 3. 1 推广 如 下 
4. 3. 5 命题 依 伪 度 量 族 {dk :天 E 2 ) 生成 的 一 致 结构 和,C(C2) 是 一 
个 完备 一 致 空间 ,其 中 的 收敛 即 紧 一 致 收敛 . 
证 只 要 证 完备 性 . 设 (uw) 是 CC2) 中 的 Cauchy 网 . 由 4. 2 节 式 (22b) ,这 意 
昧 着 
VKE ,有 max |us(z) — u(rz)|— 0. (19) 
因 .2% 覆盖 2, 故 由 条 件 (19) 推 出 ,对 每 个 x €E 0,{u(zx)) 是 R 上 的 Cauchy 网 ， 
因而 收敛 于 某 个 w(x). 任 给 天 E XY, 由 条 件 (19) 有 
Ye>0,Itoy sst Eto,V rE KK, 有 luz) 一 xz) < ee; 
这 推出 
Ye>0,dtoVt 守 tosV XEK, 有 Iulr) — ulr)| < es. 
这 表明 在 人 上 w(x) 六 wu(7z), 从 而 wu|K ECC(K). 因 {K* :天 E %} 覆盖 (用 
定理 3. 2.13), 故 w € C(Q) (用 拼接 引 理 2. 3. 4). 因 已 指明 {w} 在 Q 上 紧 一 致 收 
伍 , 故 C(2) 的 完备 性 得 证 . 口 
考虑 一 个 最 简单 的 例子 以 作 说 明 . 
4.3.6 例 设 Q 是 任 给 非 空 集 , 2 依 离散 拓扑 显然 是 一 个 LCH, 因 任何 
ZX :人 一 R 均 连续 , 故 C(Q) = R?,0 的 紧 子 集 即 有 限 子 集 ,因此 上 的 紧 一 致 收 
敛 即 点 态 收敛 ,而 CG2) 上 的 紧 一 致 收敛 拓扑 即 R? 中 的 积 拓扑 (参考 例 2. 3. 8 
(11)). 
以 三 记 台 的 有 限 子 集 之 全 体 . 任 给 5 二 (wo 和 …w)E 2, 依 式 (16) 定 义 
的 伪 度 量 do( 以 c 代 天 ) 可 表 为 
d(x,y) = max|zx(w) 一 y(w)|. (20) 
以 {ds : o € 2}) 为 基本 伪 度 量 族 ,在 R?Y 上 生成 一 个 一 致 结构 2. 注意 , 式 (20) 与 
4. 2 节 式 (19) 一 致 .将 这 里 的 结果 与 例 4. 2. 10(ii) 对 照看 出 ,2 正 是 RY 上 的 积 
一 致 结构 . 
D. 紧 开 拓扑 
上 段 所 考虑 的 紧 一 致 收敛 拓扑 还 可 作 进 一 步 的 推广 .以 下 设 和 与 了 是 两 个 
拓扑 空间 ,FF 二 C(X, 了 ), 以 XY 记 X 中 紧 集 之 全 体 , 令 
B= {Vxre: KE HGE Try}, 
fy {f EF:f(K)CG). 
VfEF, 取 KK= (x},G 一 了 得 f EVkc. 可 见 瑟 ”一 下 . 


(21) 
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4. 3.7 定义 ” 设 多 依 式 (21), 则 以 多 为 拓扑 子 基 在 二 C(X,Y) 上 生成 一 
拓扑 r*， 称 为 紧 开拓 扑 ( 对 照例 2. 3. 8(iii) 中 的 点 开拓 扑 ). 

以 上 定义 既 未 要 求 X 为 LCH, 亦 未 要 求 Y 为 度量 空间 . 不 过 ,如 果 对 与 了 
加 以 适当 限制 ,就 能 得 出 关于 紧 开 拓扑 的 较 强 的 结论 . 

4.3.8 命题 设 Y 是 度量 空间 ,tr 是 = C(X,Y) 上 的 紧 开 拓扑 . 

(GD 设 {f.} CF 是 一 个 网 , f EF, 则 依 紧 开拓 扑 f. 一 了 全 在 每 个 KE 
上 f(z) 汉 f(7x), 即 

Ye>0,3toVi>ioyV rE Kd(f (xr), f(x)) < es. (22) 

(ii) 下 由 伪 度 量 族 

D= {dx: K€.%), 
oe 一 sup d(f (7), g(x)) (f,g EF) 
定义 一 个 一 致 结构 ,其 一 致 拓扑 就 是 紧 开 拓扑 ， 

(iii) 车 久 是 LCH 且 Y 完备 , 则 下 是 完备 一 致 空间 . 

证 中 设 /. 一 /,KE 2,e>0. 因 /KR) 是 了 中 的 紧 集 ,因而 全 有 界 , 故 
有 有 限 个 点 y; EY 了 ,使 1(K) CU B.Cy). 令 天 一 天 人 三 :CO)， 则 

KE HK=U K, f(K) CBCy) CC Bly) AG,, 
从 而 了 人 站 Vike 是 了 的 一 个 邻 域 . 取 o, 使 :之 t 时 f, EV.YxEK, 取 定 i 
使 zE 天， 则 当 上 之 名 时 有 六 (天 ) C Gi, 从 而 
dz), yz)) 委 dz)y) df (x), yi) < 3e, 
可 见 条 件 (227? 满 足 ( 以 3s 代 s). 

反之 , 设 YV 天 E .2 ,条 件 (22) 满 足 . 取 定形 E 9%,GEr, 设 1(K)CG. 

因 /(K) 紧 , 故 有 ee > 0, 使 得 (参考 习题 246) 

VA{y EY: dy fK) <e) CG. 
取 , 使 得 Yi 宇 io,VY x E 民 ,有 d(f,(z),f/(z)) 二 e. 当 1 之 to,z E KK 时 有 
f(r) ET 从 而 f, 和 Vkc. 这 表明 ff. 

Gi) 直接 看 出 dx(K € .9%) 是 上 的 伪 度 量 . 因 {xz} :x EX}C.%, 故 
D = {dx :天 E .9%}) 分离 FF 中 的 点 ,因而 DD 生成 上 一 个 一 致 结构 . 因 依 一 致 
拓扑 的 收敛 显然 也 是 “ 紧 一 致 收敛 ”, 故 一 致 拓扑 重合 于 紧 开 拓扑 . 

Gii) 设 站 是 LCH,Y 是 完备 度量 空间 , {f,} CF 是 一 Cauchy 网 ,这 意味 着 
VKEH, 有 dx(fi,f;) 一 0.YVxXEX,{f,(z)} 是 Y 中 的 Cauchy 网 ,因而 f(x) 
逐 点 收敛 于 某 个 函数 f(x).V KK € .2 由 条 件 ix) 一 0 推出 在 K 上 
f(r) 注 f(x), 因而 fIK EC(K,Y). 由 XX 为 LCH 得 出 (天 " :天 E .2 ) 覆盖 
贸 , 故 f ECCX,Y) (用 引 理 2.3.4). 因此 在 中 ff, 一 f,F 的 完备 性 得 证 .， 口 

鉴于 命题 4. 3. 8(D 的 结论 , 当 Y 是 度量 空间 时 , CCX,Y) 中 的 紧 开 拓扑 也 称 


(23) 
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为 紧 一 致 收敛 拓扑 . 若 XX 本 身 是 紧 空间 , CC(X,Y) 中 的 紧 开 拓扑 就 是 一 致 收敛 
拓扑 ,这 意味 着 在 C(X,Y) 中 


fi> ff(r Ff/f(r) (rz € X). 
此 时 C(X,Y) 实际 上 是 一 个 度量 空间 ,其 度量 定义 为 
dl(f,g) = sup d(f (x) ,gz)) (f,g €E C(X,Y)). 


习 题 


221. 设 4 与 di 是 XX 上 的 两 个 度量 .车 有 a,B > 0, 使 得 ad(z,y) 委 di(zy) 委 pad(z， 
3)(zy EX)， 则 da 与 di 一致 等 价 . 

222. 设 d 与 di 是 针 上 的 两 个 度量 , 则 4 与 4 拓扑 等 价 舍 VY x EXX,Vr 之 0,d- 球 B,(x) 
包含 一 个 di- 球 BI(z+),Bi(zx) 包含 某 个 B,(zx)(p,s > 0). 

223. 设 9p: R* 一 了 + 有 以 下 性 质 ;G) wz 十 y) 委 8z) 十 Mi (zy 和 过 wz) 魏 
Hy); Hi) gr) =0Gr=0; vr 0 rH) > 0 00). 设 d; 是 Xi(l 志 i 志 ) 
上 的 度量 ,和 X= [] Xi. 任 给 X= (zy 一 (CO EX 定义 dzy) 一 wdiCzy ,d(T 
yn)), 则 4 是 和 上 的 一 个 度量 , 它 一 致 等 价 于 由 4. 1 节 式 (11) 定 义 的 度量 . 

224. 设 di 是 X(1 志 i 志 n) 上 的 度量 ,X= [|[ Xi,1 志 p<<%. 任 给 z= (zy 一 (CO 


E XX, 定义 d(x,y) = (Ba “， 则 a 是 XX 上 的 一 个 度量 , 它 在 一 致 等 价 的 意 
义 上 与 pp 无关 . 

225. 设 (X,d) 是 度量 空间 ,在 XX XXX 中 采用 度量 ZCCzy)， (zyz)) = d(xz1,y1) 十 
d(xzzyy2), 则 d :了 XX 一 RR 一 臻 连续. 

226. {z,) CC 和 是 Cauchy 序列 局 lim diam{z :有 之 72) 一 0. 

227. 设 {z) 与 {y,} 是 X 中 的 Cauchy 序列 , 则 (daCzy)) 收敛 . 

228. 设 2 是 任 一 非 空 集 , B(2) 是 人 上 的 有 界 实 函 数 之 全 体 , 则 B(C2) 依 度量 4(z,y) = 
sup1xCw) 一 y(w)| 是 一 个 完备 度量 空间 . 

229. 设 是 任 一 非 空 集 , XX 是 一 完备 度量 空间 ,Y 是 从 0 到 久 的 有 界 映射 之 全 体 , 则 Y 
依 度量 d(y,z) 一 sup d(y(w),z(w)) 是 一 个 完备 度量 空间 . 

230. 设 BCQ) 依 题 228, 和 = {x € BOD) :zlw) 之 0(YVwE€ 0)}), 则 及 依 B(0) 中 的 度 
量 是 一 完备 度量 空间 . 

231. 设 XX 一 NN,Y xX,y EX 当 工 了 天 yy 时 令 d(z,y) 二 max{nT! :zx 天 Yr} d(x,7) 二 0， 
则 (X ,qa) 是 一 完备 度量 空间 . 

232. 设 2 是 任 一 非 空 集 , XX 是 一 完备 度量 空间 , {zx,} CX?. 若 存 在 z € X?, 使 得 VY 之 
0,j no E N,Vn 守 noyYV w E02, 有 dlzlo) ,XC0)) 之 e, 则 说 (zx,) 一 致 收 化 {zx,) 一 致 收敛 
的 充 要 条 件 是 , 当 m,n 一 吕 时 对 wE€ 旭 有 d(xzn(w),zx,(w)) 3 0. 

233. 设 是 一 拓扑 空间 ,是 一 度量 空间 , {zx,) CC(Q,X) 一 致 收敛 于 z ( 依 题 232), 则 
zx € C(O,X). 

234. 设 V 是 完备 度量 空间 (X,d) 的 一 开 子 集 , 吉 冯 V 冯 XX, 则 V 依 度量 di(x,y) = 
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dz 十 | 了 7 ZO | 完备 , 且 在 了 上 度量 4 与 di 等 价 . 

235. 度量 空间 大 全 有 界 全 Ye 之 0,X 是 有 限 个 直径 < e 的 集 之 并 . 

236. 度量 空间 XX 全 有 界 铺 对 任何 无 限 集 4 己 和 ,有 in d(xz,y) = 0. 

237. 设 {x,} 是 度量 空间 XX 中 的 Cauchy 序列 , 则 {zx,} 作为 和 的 子 集 是 全 有 界 的 . 

238. 度量 空间 XX 完备 司 X 中 任何 全 有 界 序列 有 收敛 子 列 . 

239. 度量 空间 完备 马 XX 中 任何 全 有 界 元 限 集 有 聚 点 . 

240. 设 -e 是 紧 度 量 空间 久 的 开 覆 盖 , 则 3 4 汪 >0,Y BCX, 当 diamB 二 4 时 B 含 于 某 个 
AE.Y. 

241. 设 义 是 紧 度量 空间 ,UV 是 对 角 线 4CX XX 的 开 邻 域 , 则 有 e 汪 > 0, 使 Va CU,Va 
: 依 4.2 节 式 (13). 

242. 设 4,B CX 是 非 空 集 , 4 为 紧 集 , 则 有 a E€ A 使 4(4,B) = d(a,B). 

243. 设 4,B CX 是 非 空 闭 集 , 4 为 紧 集 , 则 4d(4,B8) = 0SANB 关 7. 

244. 设 4,B CR" 是 非 空 闻 集 , 4 有 界 , 则 有 aeE A,65E€ B, 使 4(4,B) = 二 dl(a,6). 当 4 
与 B 均 无 界 时 结论 是 否 成 立 ? 

245. 设 4 CR" 是非 空间 集 ,x E R", 则 有 ae 4, 使 dz,4) = d(xz,a). 

246. 设 ACUCX,A 为 紧 集 ,U 为 开 集 , 则 有 > 0, 使 得 {zx :d(xz,A4) 二 e)} CU. 

247. 设 4d 与 di 是 匀 上 的 两 个 度量 , (X,d) 是 紧 的 , qi 委 8 4a,B 是 正常 数 , 则 4 与 4d 一 
致 等 价 . 

248. 设 X 是 紧 度 量 空间 , 严 CX(CI 委 : 委 z) 是 非 空 闭 集 , 则 有 es > 0, 使 当 A CX， 
diam A<e 有 HANMNF OUIUEELEm)NHN FG. 

249. 设 XX 是 度量 空间 ， 则 XX 是 紧 的 乌 每 个 f€ CCX) 有 界 . 

250. 设 XX 是 紧 拓 扑 空间 ,Y 是 度量 空间 , FE C(X,Y), 则 有 三 ,3 E€ X, 使 得 d(Fz,F3) 
= diam FX. 

251. 设 X 是 完备 度量 空间 , 下 : X 一 区 满足 daCFz,Fy) 委 rd(zy)rE (0,1) 为 常数 ， 
则 下 有 唯一 不 动 点 z. 

252. 设 XX 是 紧 度 量 空间 ,下 :一 XX, 当 z 关 yy 时 d(Fzx,Fy) < 过 d(x,y), 则 下 有 了 唯一 不 
动 点 . 

253. 4 CC 和 是 朴 集 兮 X 的 每 个 非 空 开 子 集 有 不 交 于 4 的 非 空 开 子 集 ， 

254. 4 己 X 是 闭 玻 集 马 存在 开 集 VCCX 使 4= WV. 

255. 对 一 拓扑 空间 XX 以 下 条 件 互 相等 价 ; (i) X 中 可 数 个 稠 开 集 之 交 是 稠 集 ; (ii) X 中 的 
第 一 纲 集 无 内 点 ; (ii) X 的 非 空 开 子 集 是 第 二 纲 集 . 

256. R: 不 是 可 数 条 直线 的 并 . 

257. 设 XX 是 一 可 数 紧 T, 空间 , 则 和 可 度量 化 会 区 是 第 二 可 数 的 . 

258. 积 拓扑 空间 和 王 上 [ X 可 度量 化 后 每 个 X; 可 度量 化 , 且 除 至 多 可 数 多 个 例外 ;是 
单 点 空间 . 

259. 可 分 度量 空间 必 有 全 有 界 的 拓扑 等 价 度 量 . 

260. 设 (X,2) 是 紧 一 致 空间 , 则 人 = Ns,ACCXXxXX 是 对 角 线 . 
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在 考虑 过 度量 空间 与 一 致 空间 这 两 类 较 特 殊 的 空间 之 后 ,让 我 们 再 回 到 一 
般 的 拓扑 空间 . 在 第 3 章 中 我 们 考察 了 拓扑 空间 的 分 离 性 、 紧 性 与 连通 性 ,这 些 
无 疑 是 最 基本 的 拓扑 性 质 . 但 很 容易 看 出 , 仅 用 这 些 性 质 还 远 不 足以 确定 两 个 拓 
扑 空间 是 否 同 胚 . 例如 ,球面 S: 与 环 面 7? 都 具有 我 们 考虑 过 的 所 有 拓扑 性 质 
(如 可 分 性 、 正 规 性 、 紧 性 、 路 连通 性 等 ), 但 即使 从 直观 上 看 来 ,也 能 断定 二 者 的 
拓扑 结构 必 有 本 质 的 差别 ,因而 一 定 有 某 种 比 紧 性 .连通 性 等 更 隐藏 的 拓扑 性 质 
未 被 发 现 ,依据 这 种 性 质 , S: 与 T? 是 应 能 被 区 分 的 . 这 就 表明 ,在 第 3 章 中 所 考 
察 的 那些 主要 具有 集 论 风格 的 拓扑 性 质 ,还 过 于 一 般 化 ;对 于 拓扑 性 质 的 研究 ， 
不 应 止 于 对 这 些 性 质 的 考察 . 

这 又 引出 第 二 个 问题 :研究 拓扑 性 质 的 方法 需要 有 重大 改进 . 首先 ,既然 现 
在 我 们 更 关注 那些 很 隐蔽 的 拓扑 性 质 ,自然 应 将 研究 对 象 从 同 胚 不 变性 质 过 渡 
到 同 伦 不 变性 质 ,后 者 是 更 特殊 的 . 其 次 ,迄今 所 用 的 方法 主要 带 有 集 论 特 征 ,用 
于 判定 两 个 拓扑 空间 是 否 同 伦 等 价 是 难以 奏效 的 . 一 个 完全 新 的 思路 是 ;如 果 能 
找到 一 种 规则 ,使 每 个 拓扑 空间 X 对 应 于 一 个 代数 系统 (例如 群 ) GCX), 且 当 
XX 二 Y 时 G(X) 同 构 于 GCY), 那么 ,一 旦 发 现 G(X) 与 G(Y) 不 同 构 , 则 可 立即 
断定 X 与 了 不 同 伦 等 价 ,因而 它们 必 有 某 些 相 异 的 同 伦 不 变性 质 . 这 就 将 两 个 
空间 拓扑 结构 的 比较 ,归结 为 它们 所 对 应 的 代数 系统 的 比较 . 或 者 说 ,将 一 个 拓 
扑 问题 转化 为 一 个 代数 问题 . 这 一 思路 系统 地 展开 的 结果 就 是 今天 所 称 的 代数 
拓扑 , 它 後 端 于 20 世纪 初 ,而 至 20 世纪 50 年 代 已 大 体 上 趋 于 成 熟 . 代数 拓扑 涉 
及 高 度 精致 与 复杂 的 方法 ,并 不 是 一 个 初级 课程 所 容易 介绍 的 . 本 章 只 给 出 一 些 
最 基本 的 概念 与 结果 ,但 即使 这 些 初步 的 内 容 , 也 能 在 一 定 程度 上 体现 出 代数 拓 
扑 的 基本 精神 ,而 这 也 就 达到 了 本 书 的 目的 . 


5.1 基 本 群 


已 提 到 的 5 与 的 拓扑 差别 ,在 不 严格 的 形式 下 可 用 如 下 的 简单 方法 发 
现 :球面 S* 上 任 一 闭路 ( 即 两 端 重合 的 路 ) 均 可 经 连续 变形 缩 为 一 点 ,而 环 面 T? 
则 无 此 性 质 . 这 就 提示 出 一 个 想法 : 若 用 闭路 的 某 种 同 伦 等 价 类 构成 一 个 群 , 则 
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可 能 用 这 种 群 来 揭示 空间 的 某 些 拓扑 性 质 . 这 一 想法 导致 基本 群 概念 . 基本 群 是 
由 代数 拓扑 的 奠基 者 Poincaré 于 19 世纪 末 引 进 的 . 

以 下 设 X, 了 等 是 给 定 的 路 连通 空间 , J = [0,1]. 路 连通 假设 并 非 处 处 必 
要 ,但 我 们 宁可 用 一 个 较 强 的 假设 来 消除 一 些 琐碎 的 讨论 . 

A. 同 伦 

鉴于 同 伦 概念 在 本 节 中 起 核心 作用 , 今 在 2.4E 的 基础 上 作 某 些 更 细致 的 讨 
论 . 

给 定 f,g € C(X,7) 与 4CCX. 车 存在 同 伦 互 : 1 二 g, 使 得 H,lA= f14 
一 gl4， 即 

H(z) = f(x) = g(x) ((t,7) EJ XA), 

则 说 与 g 相对 于 4 同 伦 .将 二 改换 成 “相对 于 4 同 伦 ” 之 后 ,命题 2.4. 16 仍 保 
持 成 立 , 即 有 以 下 命题 . 

$s. 1.1 命 题 (GD 设 A4CX, 则 “相对 于 4 同 伦 ” 是 CC(X,Y) 上 的 一 个 等 价 
关系 . 

(ii) 设 f,g € C(X,Y) 相对 于 4 同 伦 , 9,y € CC(Y,Z) 相对 于 B 同 伦 ， 
A(4) CB, 则 gf 与 yg 相对 于 A4 同 伦 . 

车 取 4,B = 何 , 则 命题 5. 1. 1 与 命题 2. 4. 16 一 致 . 

其 次 考虑 空间 的 同 伦 等 价 . 在 简单 情况 下 , 同 伦 等 价 可 借助 于 某 个 形变 收缩 
来 实现 . 

5.1.2 定 义 设 ACX,r EC(X,4),i: 4CCX( 包 含 映 射 ). 

(i) 车 r14 = 14, 即 >- 保 持 4 中 的 点 不 动 , 则 称 >~ 为 从 和 到 4 的 一 个 收缩 或 
收缩 映射 . 

(i) 车 r 是 一 个 收缩 , 恕 : lx 一 rr, 即 瓦 EC XXX) 满 足 

H(0,7) = x,H(l,7x) € ACx € X), 
H(l,a) = al(a € 4)， 

则 称 五 为 人 X 到 4 的 一 个 形变 收缩 . 

Gii) 车 7 是 一 个 收缩 , 五 : 1x 二 ir 是 相对 于 4 的 同 伦 , 则 称 刀 为 从 环 到 4 
的 一 个 强 形 变 收 缩 . 

当 情 况 (G) 一 (iii) 的 条 件 被 某 个 > 及 互 满 足 时 ,分 别称 4 为 的 收缩 核 、 形 
变 收 缩 核 与 强 形变 收缩 核 . 在 定义 5. 1. 2(ii) 的 情况 下 ,结合 lx 二 ir 与 ri 二 14 得 
出 r : 久之 A ( 依 定义 定义 2.4.15), 即 及 与 其 形变 收缩 核 同 伦 等 价 .着 关 可 形变 
收缩 到 一 点 , 则 X 就 是 可 缩 空间 (参看 例 2. 4. 18). 

在 简单 情况 下 ,依据 直接 的 几何 考虑 可 构成 所 需 的 形变 收缩 . 下 面 是 一 些 常 
用 的 例子 . 

5.1.3 例 (i) 设 XCR' 是 一 星 形 集 , 这 意味 着 存在 一 点 zeoEX, 从 zo 到 


(1) 
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任何 x € X 的 线段 含 于 X. 则 
H(t,xz)=itrot+ (dr ((,7)EJT XX) (2) 
是 从 闫 到 点 zo 的 强 形变 收缩 . 特别 ,以 上 结论 适合 于 X 是 凸 集 的 情况 . 
(GD 设 4CXCR"rECCX,4) 是 沿 直 线 的 收缩 , 即 连接 z 与 ~(Cz)Cz E 
六 ) 的 线段 全 在 和 内 , 则 
H(i,7z) =tr(z) 十 (人 一 人 rz ((,x)EJ XX) (3) 
是 从 XX 到 4 的 强 形变 收缩 . 式 (3) 显 然 以 式 (2) 为 其 特例 . 其 次 ,车 取 XX = 
R"\{0},A = Si,r(rz) = zx/|z|, 则 
HG,zx)= |zr|-ttrt+ (I—ir (G(r)EJ XX) (3)" 
是 从 RN\(0} 到 5S"! 的 强 形变 收缩 . 

(iii) 设 X=S"Mp},Pp 是 5S" 上任 一 点 . 取 同 胚 h: 针 衬 R" (参考 例 3. 2. 18)， 

今 
HG,7) =h 1 — hr) (t,x) € J XX), 
则 五 是 从 S"M\{p) 到 点 h-1(0) 的 强 形变 收缩 . 

(iv) 设 AE€ECC(X,Y),y。E Y 是 Y 的 形变 收缩 核 , 则 /是 零 伦 的 (定义 依 

2.4.15()). 事实 上 , 设 豆 是 了 到 > 的 形变 收缩 , 则 

GGz) 一 古人 (Frz)) (人 (Gz) EJ XX) 
是 了 与 c(Cz) 三 yo 之 间 的 同 伦 . 以 上 事实 结合 Gii) 得 出 ;车 E€ CC(X,S"),f(X) 
六 5S”, 则 f 是 零 伦 的 . 这 一 结论 后 面 将 要 用 到 . 

在 例 5.1. 3 中 借助 于 适当 的 形变 收缩 得 出 ; 星 形 集 与 除去 一 点 的 球面 是 可 
缩 空间 ,而 RA\{0) S71. 这 些 结 论 是 重要 而 常用 的 . 在 类 似 情况 下 ,简单 的 同 
伦 等 价 结论 都 直接 由 几何 观察 得 出 ,而 不 必 确 切 地 写 出 所 用 的 同 伦 映射 . 例如 ， 
由 直接 观察 看 出 ,从 0 到 9 这 十 个 数字 作为 1 维 图 形 可 分 三 个 同 伦 等 价 类 : 

{0,4,6,9}, {1,2,3,5,7}, {8}. 
这 一 分 类 比 依 辐 胚 等 价 分 类 要 粗 , {0,4,6,9} 就 可 分 三 个 同 胚 等 价 类 : {0}),{4}， 
{6,9}. 

B. 基本 群 的 定义 

在 3.3 节 中 ,我 们 已 将 XX 中 连接 点 ze 与 x; 的 路 定义 为 一 个 连续 映射 p EE 
C(J ,XX),9(1) = zi(i 二 0,1). 在 那里 ,起 点 与 终点 的 区 别 并 不 重要 ,而 现在 则 要 
强调 二 者 的 区 别 . 设 4,8 是 XX 中 的 路 .车 a 与 8 相对 于 {0,1} 同 伦 , 则 说 a 与 8 等 
价 , 记 作 a ~ Bb.a ~ 8B 意味 着 存在 及 € C(J X J,X), 使 得 

H(0,s) = als),H(,s)) = p(s), s EJ, 

H(,i) = a(i) = BBG), £€J,i=0,1. 
满足 条 件 (4) 的 玉 称 为 从 a 到 8 的 一 个 定 端 同 伦 . 直观 上 ,五 可 看 作 从 a 到 8 的 
一 个 连续 变形 ,在 变形 过 程 中 端点 始终 保持 不 动 (参看 图 5-1). 注 意 , 对 于 ce 一 P， 


(4) 
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条 件 cG) == BG(i) (i = 0,1) 是 必要 而 非 充 
分 的 :在 图 5-1 中 ,路 zx 与 v 共 起 点 与 终点 ， 
但 并 不 等 价 , 因 “连续 变形 ”被 一 个 “ 洞 " 阻 
障 了 . 这 一 事实 表明 , X 中 路 的 一 关系 可 
用 来 反映 XX 的 拓扑 性 质 . 直接 由 命题 
5.1.1(i) 得 出 ,一 是 C(J,X) 上 的 一 个 等 
价 关系 ,以 [oj 记 路 “所属 的 一 等 价 类 或 
同 伦 类 , 称 这 种 [aj 为 一 个 路 类 ; 当 a(0) 
二 a(1) 时 称 为 一 个 闭路 ,而 称 [aj 为 a 


所 属 的 闭路 类 . 
对 于 构建 基本 群 ,一 个 关键 步骤 是 定义 路 的 乘积 , 它 就 是 首尾 相 接 的 路 的 连 
接 . 准确 地 说 , 设 a,B € C(J, 久 ),a(1) 二 BC(0), 则 定义 a 与 的 “ 积 ”axB 为 
Cax By) = (2 0 Ss 1 (5) 
Bl2s —1), 1/2 sl. 
注意 , cx* 8 :JJ 一 和 在 的 闭 子 集 [0,1/2] 与 [1/2,1] 上 连续 ,在 := 1/2 有 唯一 
确定 的 值 ,因而 必 在 了 上 连续 (用 拼接 引 理 2. 3. 4, 本 节 所 构成 的 其 他 映射 的 连续 
性 检验 均 仿 此 ,今后 将 不 再 作 解 释 ), 故 axB 是 上 一 条 从 a(0) 到 6(1) 的 路 . 
依 式 (5) 定 义 的 路 的 乘法 直观 意义 清楚 ,但 其 代数 性 质 却 不 能 令 人 满意 : 它 甚至 
不 满足 结合 律 . 因此 ,我们 转向 等 价 类 的 乘积 ,定义 
[aJ[8] = [ex 8], (6) 
假定 其 中 a,8 E C(J,X),a(1) = B(0). 如 下 面 的 引 理 将 表明 的 ,这 样 的 乘积 已 
具有 较 好 的 性 质 . 
s.1.4 引 理 由 式 (6) 所 定义 的 乘积 [aj[B8] 不 依赖 于 a,8 的 选择 . 若 a,B,Y 
EC(T,X),a0) = x0,0(1) = BO0) 一 TipG) =7(0),c (5)x, ,Hs) = a(l 
一 s)(s € 7), 则 


(LaJ[LB8DLY] = Lej(LBJLYD, (7) 
[cs,JLa] = [a] = [ejLe:,], (8) 
[ej[a] = Lc,J, [ejLle] = Lc. (9) 


引 理 中 的 c., 称 为 zo 处 的 常 路 ,而 5 称 为 路 4 的 道路 . 这 些 术语 与 记号 在 下 
面 保持 有 效 . 

证 () 设 a~a,B~ PB', 今 证 axB~a #8B'( 这 推出 式 (6) 右 端 不 依赖 于 
a,B 的 选择 ). 取 定 端 同 伦 政 : a 二 与 G:B8 二 ,定义 
F (2t,s), (t,s) € [0,1/2] XJ, 
G(2t — 1,s), (1,s) € [1/2,1] X J, 
则 易 直 接 看 出 妃 :axp8 人 ww*A 是 定 端 同 伦 . 


H(,s) 一 
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(ii) 等 式 (7) 相 当 于 (ax* B) *Y ~ ax (Bx7). 为 求 出 实现 这 一 等 价 的 定 端 
同 伦 五 (,s), 首先 注意 到 妃 (t,s) 应 满足 : 
a(4s)， 0 委 s 系 1/4， 
new = arb 1/4 委 委 1/2， 
7(2s — 1), 1/2 二 ;1; 
a(25)， 0 委 委 1/2， 
H(1,s) -ee 2)， 1/2 委 5 委 3/4， 
7Y(4 一 3)， 3/4 委 5 委 1， 
以 上 两 式 右 端 分 别 为 (Cax B)*7)(s) 与 (ax (Bx7))(s). 于 是 作 收 缩 r: JX 
J 一 {0} XJ = J, 使 得 图 5-2 中 的 梯形 4,B,C 分 别 沿 直 线 收缩 到 JX J 的 左 
侧 边 . 例如 设 (1,s) € 4,Q,s) 沿 直线 收缩 到 5s, 则 s; 应 满足 


31 


5 
1/4 Gt/ 


由 此 解 出 =s/(1 十 从, 因而 rbiys) 一 s/(1 十 四 . 类 似 地 可 对 B,C 求 出 rz，s). 
令 g= (axB)x7Y,HG,s) = plr(t,s)), 


i 
| 年， o<s<it’, 
十 


Fo =4B4s —t— 1), 1 


4 
"| 2 十 上 
由 > 的 构成 直接 得 出 

H(0,s) 一 (CaxB)x<7Y)(3); 
H(1,s) = (ax (Bx7Y))(s); 
H(z,0) = a(0), H(t,1) = 7(1). 
可 见 五 (t,s) 正好 是 所 求 的 定 端 同 伦 . 


上 述 同 伦 的 构建 虽 颇 繁琐 ,但 所 循 思 路 还 是 清楚 的 .下面 用 到 的 同 伦 都 循 类 
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似 的 思路 作出 ,将 不 再 写 出 其 细节 . 
Gii) 为 证 式 (8) ,不妨 只 证 cv * a ~ a, 为 此 可 用 如 下 同 伦 : 
2s 1 十 上 
a ， 0 委 委 ， 
jy i 2 
Xos 1 <s<l. 
(iv) 为 证 式 (9) ,不妨 只 证 sx*5 ~ cs ,为 此 可 用 如 下 同 伦 : 
H(t,s) = (Co 0 委 委 1/2， 
a(2t(1 一 5))，1/2 委 了 委 1. 口 


已 证 的 式 (7) 一 (9) 分 别 意味 着 :路 类 的 乘法 满足 结合 律 ; [c. ] 起 乘法 单位 
元 的 作用 ; [a] 与 [加 有 某 种 互 逆 关 系 . 这 就 接近 于 得 出 一 种 群 运算 . 唯一 的 缺 
陷 是 [oj 与 [8] 未 必 总 能 相 乘 . 但 只 要 将 路 的 端点 固定 在 一 定点 ,这 一 缺陷 就 可 
以 消除 . 

5.1.5 定理 设 x。E XX,Q(X,zo) 是 X 中 以 zo 为 起 旋 点 的 闭路 之 全 体 ， 
m(X,zo) 是 Q(X,zo) 的 一 等 价 类 之 全 体 , 则 zu(X,zx。) 依 乘法 运算 (6) 是 一 个 
群 ,其 单位 元 为 [c. ], 且 


[La] := [a] (ea] € m(X,z)). (10) 
车 Pp 是 蔷 中 从 z。 到 zz 的 路 , 则 
Cu : Mm(X,T0) 一 Tm(X,x1), [a] > [zj[aj[e] (11) 


是 一 群 同 构 . 
” ”证 由 引 理 5.1.4,Y [aj,L8] € x( 针 ,zo),[Lej[Bj 依 式 (6) 总 可 定义 , 且 与 
a,B 的 选择 无 关 . 由 式 (7) 一 (9) 依 次 推出 mm(X,zo) 中 的 乘法 是 结合 的 , [c; ] 是 
单位 元 ,每 个 [x] € mm(CX,zo) 可 逆 且 式 (10) 成 立 . 因此 mm(X,zo) 依 乘法 运算 
(6) 是 一 个 群 . 
任 给 [qj,[B8] € zi(X,zxo), 依 式 (11) 有 
pa LalLB81) =[5j[e]jL8][o] 
二 ([5j[Laj[Lej) CL5j[L8j[ej，〉 (用 式 (7) ~ 式 (9)) 
= (pa Lal) (ps [BJ), (用 式 (11)) 
可 见 ps 是 同 态 . 直接 看 出 psPs 与 Ps Ps 均 为 单位 映射 ,因此 ps 是 一 个 双 射 ,从 
而 是 一 同 构 . 口 
由 定理 5.1.5 所 确立 的 群 mmCX,zo) 称 为 和 的 以 zx 为 基点 的 基本 群 . 同 
构 (11)? 表 明 ,不同 基点 的 基本 群 并 无 实质 区 别 . 因此 , 若 仅 着 眼 于 代数 结构 , 则 可 
忽略 基点 的 差别 ,就 将 mm(X,zo) 简写 作 zm,(X). 但 是 对 于 与 映射 有 关 的 问题 
(下 面 就 要 考虑 这 种 问题 ), 基 点 是 不 可 忽略 的 . 问题 在 于 , 同 构 (11) 就 与 基点 有 
关 . 
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C. 诱导 同 态 
我 们 预期 的 结论 是 :互相 同 伦 等 价 的 拓扑 空间 有 同 构 的 基本 群 , 即 
XY = TX) En(Y), (12) 
其 中 衬 表 群 同 构 (本 章 均 如 此 ). 得 出 这 一 结论 的 方法 是 标准 的 ,不 妨 现在 就 勾画 
一 个 大 致 思路 : 任 给 f € CC(X,7)， 可 依 自然 的 方式 构成 同 态 
f. :NXT mY, f(z)) (ro €E X); 
对 应 /一 了 ,具有 以 下 性 质 : (g 记 .= 一 gilix) 为 单位 映射 ; /二 g 二 8。 一 
hf.,h 是 某 个 群 同 构 . 一旦 确立 了 上 述 性 质 ,推出 结论 (12) 就 变 成 很 容易 的 事 . 
以 上 思路 在 或 多 或 少 类 似 的 形式 下 普遍 出 现 于 代数 拓扑 的 其 他 分 支 ,因而 特别 
值得 加 以 强调 . 
5.1.6 命 题 设 AECGCX,7),zroEX,Arzo) = 二 y。, 则 映射 
f. :mKXT) > (Y,y), [oj 一 [Laoj (13) 
是 一 同 态 , 它 有 以 下 性 质 . 
(GD 若 gECCG7,Z),8(0x) = zo, 则 
(gf), = gf. mnGCXrzro) 一 mn(Zzo). 
Qi) (1xz)。: CCXzro) 一 Xx1(X,xo) 是 单位 映射 . 
(iii) 若 了 一 gg(Czo) = yy, 则 有 YY 中 连接 yo 与 yi 的 路 p, 使 得 
g» = pa#f, :TX,T0) > mY,y1). 
证 任 给 [aj€x(X,zo), 从 a~w 推出 上 一 上-w (用 命题 5. 1. 1(ii) )， 
这 表明 f. [a] = [f。aj 与 a 的 选择 无 关 .车 [oj,[p8]E xi(X,zo), 则 
f. (LajLB8]) =[f° CaxB)]= Lf ° a) x (f° B)] 
一 [LA axjLA Bl]= (Ff, [al)(f, LB8)), 
这 表明 太 是 同 态 . 下 面 验证 结论 (一 (iii)、 
(iD 任 给 [La] E x(XX,zxo), 有 
(gf) .La]=[Lg° f°al=g. (f° a)) 
=g,.(f,. [a]) = (g,f.)La], 
这 表明 (gf 人 ). = g.f.. 
(i) 是 显然 的 . 
Giii) 取 同 伦 瑟 : 二 g, 令 PQ) = 二 HG,zo), 则 Pp 是 了 中 从 yo == f(zo) 到 
y1 二 8 (zo) 的 路 . 任 给 [oj € ma(X,zro)， 今 证 
g: [Loa] = paf,Laj, 
即 [g。a] = [PJLf。aj[p] (用 式 (11)), 或 [oJ[g。a] = [f。aj[pj], 后 者 又 相 
当 于 
px(g°a)~ (f°。a)xp. 


“184。 基础 拓扑 学 


这 一 等 价 可 用 如 下 同 伦 实现 ， 


GL,s) H(2s(1 — 1) ,a(25t)), 0 二 5s 世 1/2， 
3 一 

五 (一 21(1 一 ya(25(1 一 四 十 2 一 1)),17/2 委 了 委 1. 
具体 的 验证 由 读者 自己 完成 . 口 


作 了 以 上 准备 之 后 ,现在 已 可 确立 结论 (12). 
5.1.7 定理 若 和 一 了 , 则 mm(X) 衬 zm(Y). 
证 设 了 三 :和 定 7Y,g 是 了 的 同 伦 道 , zeoE XX,f(z0) 一 208(y) = XT, 下 (zx) 
二 yn. 由 gf 二 1x;fg 二 1 及 命题 5.1.6Gii) 推 出 : 
ps = gf : TX,T0) > TX,X), . (14a) 
| Ys = fg :MY,y0) > AY,y1), (14b) 
其 中 p 是 鲜 中 从 zo 到 zi 的 路 ,7 是 了 中 从 yo 到 的 路 . 因 px 与 ys 均 为 同 构 
《用 定理 5.1.5), 故 由 式 (14a) 得 出 
f. :mKX,r) — rlY ,yo) (15a) 
为 单 同 态 ;由 式 (14b) 得 出 
ff, :mKX,r) > XY,y1) (15b) 


为 满 同 态 . 为 区 别 式 (15a) 与 式 (15b), 将 后 者 写成 了 .， 则 


f= Ys fp : mK, ro) > NAY, yo) 

亦 是 满 同 态 , 因 而 为 同 构 . 口 

这 就 得 出 结论 ;基本 群 是 同 伦 不 变量 . 

D. 基本 群 的 计算 

对 给 定 的 空间 X 与 x。€ X, 依 定理 5. 1.5, 基 本 群 m(X,z。) 有 完全 确定 的 
意义 ,原则 上 并 不 应 看 作 未 知 的 对 象 . 在 这 个 意义 上 ,似乎 并 不 存在 求 出 基本 群 
的 问题 . 但 从 认 知 与 运用 的 角度 考虑 ,倘若 对 于 x.《X ,zo) 的 结构 并 无 确切 了 解 ， 
因而 无 法 利用 它 来 将 X 与 其 他 空间 进行 比较 ,那么 , mm(X) 实际 上 只 能 是 一 个 
未 知之 物 , 于 是 “ 求 出 ” 它 就 成 了 一 件 不 可 避免 的 事 . 如 果 能 找到 某 个 熟知 的 群 G 
并 能 确认 x,(X) 兰 G, 自然 就 认为 , G 正 是 所 要 求 的 基本 群 mm(X) . 或 者 ,车 能 
以 某 种 方式 完全 描述 群 x,(X) 的 结构 , 则 亦 应 认为 m5,(X) 已 成 为 已 知 . 在 以 上 
两 种 情况 下 ,都 可 以 说 已 “ 算 ” 出 了 zr,(X). 当然 ,此 处 所 说 的 “计算 ”与 你 从 其 他 
课程 所 熟悉 的 计算 有 很 大 不 同 . 

基本 群 的 应 用 自然 依赖 于 能 否 算出 足够 多 的 基本 群 . 然而 ,结果 并 不 容 乐 
观 . 问题 在 于 ,并 没有 计算 基本 群 的 普遍 有 效 的 方法 . 不 过 ,仍然 可 提出 若干 一 般 
策略 . 其 要 点 是 :首先 算出 若干 最 特殊 空间 (例如 可 缩 空间 、S" 等 ) 的 基本 群 , 然 
后 依据 一 定 规则 逐步 扩大 已 有 的 结果 . 扩大 的 途径 主要 是 : 

(i) 考虑 同 伦 等 价 关 系 ,为 此 应 用 定理 5.1.7; 
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(Gi) 考虑 积 空间 并 应 用 下 面 将 建立 的 命题 5. 1. 8; 

(iii) 考虑 分 解 X 一 4 U B, 尝试 利用 wx.(4),m(B) 及 4 门 互 的 特殊 性 质 确 
定 mw(X), 为 此 可 用 下 面 的 定理 5. 1. 9. 

这 一 套 策略 在 类 似 的 形式 下 也 用 于 计算 同调 群 ,因此 值得 注意 . 

5.1.8 命 题 mm(X X7) 人 兰 m(X) BAY). 


证 令 Z=XXY,， 取 定 zo 一 (zo,yo) E Z. 分 别 以 Zp 与 a 记 Z 到 X 与 Y 
的 投影 ,定义 | 


9 一 (p.,9.) : AN1(Z ,zo) 一 XT(X,Zxo) BD XlY ,yo) (16a) 
: X ,zo (7 ,yo) 一 QZ,zo)， 
乡 : TmZo) D7 > NT (Z ,zo0) C16b) 
([aj, LB8J) —> La, 8)1. 


若 [a] € mCX,r) [BE mlY,y) Ra 一 ww 与 CG:8 一 p 是 定 端 同 伦 , 则 
H= (F,G): (a,8) ~ (a,P') 
亦 是 定 端 同 伦 . 这 表明 映射 (16b) 的 定义 是 合理 的 . 显然 
la,B))] = (La],LB)), 
故 9 与 互 为 逆 映 射 . 因此 只 要 证 明 9 为 同 态 ( 从 而 必 为 同 构 ). 任 给 [7],[7'] € 
Xi(Z,zo),， 有 
KL7YILY' DD) = (Cp, (LDL 1) ,a . (CC DDD) 
=((p, [7I) Cp. [7 1), cg. £71) (Cg. 017])) 
=(p.[L7],g. [7)) (Cp, [7'],q. [7’]) 
一 (YL7])CeL7 ])， 
这 表明 pg 是 一 个 同 态 ,如 所 要 证 . 口 
以 下 定理 是 更 一 般 的 Van Kampen 定理 的 特殊 情况 . 
5.1.9 定 理 设 X=AUB,A4 与 B 是 开 集 , 4 门 B 是 非 空 路 连通 集 , 旦 满 
足以 下 条 件 : 
A 与 B 中 基点 在 A 门 B 中 的 闭路 在 关中 等 价 于 常 闲 路 ， (17) 
则 zi(X) 是 平凡 群 . 
为 简单 起 见 , 今 后 以 G = 1 表示 G 为 平凡 乘法 群 . 
显然 ,条 件 (17) 列 涵 于 如 下 更 强 的 条 件 : 
x(A)=1= 7(B). (17)! 
证 取 定 zx。E€ 4 门 B, 只 要 证 mn(X,zx。o) 一 {[cs])， 即 对 任 给 < € Q(X， 
Zzo), 有 a ~ c-. 由 条 件 (17), 只 要 求 得 a E QC(4,zo), 使 得 在 和 中 一 w. 因 
{a-1(4A),a 1(B)) 是 本 的 开 覆 盖 , 由 Lebesgue 覆盖 引 理 4. 1. 10(vi), 当 J 的 子 区 
间 忆 充分 小 时 万 含 于 ao-1(4) 或 a-1(B), 即 a(J) 含 于 4 或 有 . 于 是 可 作出 J 
的 分 划 : 
J =U J, Ji= [1,t] (1 过 in), 
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使 得 a(J,)(1 委 : 委 站) 含 于 4 或 8. 可 设 eG)E4B( 否 则 删 去 一 些 分 点 ). 
从 
< 

as) =a] — ttst) GE SKITn), (18) 
则 w € COC, 叉 ),a(J) = 二 QlJi). 车 a(Ji) CC 4， 则 令 w, = 二 =a. 车 a(J;) CB, 取 
A 站 BB 中 从 点 zx 到 点 a(ti_1) 与 G2) 的 路 8 与 7( 见 图 5-3), 则 (Bxa)x7E€ 
人 2(B,zo). 由 条 件 (17), 有 


Bxaxy 一 cn (19) 
令 a', 一 (Bxc,) x7Y, 则 a',(J) CC 有 A， 
[ej] =[L8j[Le;, [07] 
二 [B83C8J4CejC7j[7J = [mJ. 《用 式 (19)、(8)、(9)) 
因此 ,不 论 在 哪 种 情况 下 ,都 有 0;(J) C 4,o 一 w. 定义 


SO— ti 
ws) 一 a 
(s) 太一 7 


则 a € QA,zo) ,a 僵 a', 为 所 要 证 ， 口 


| Gel<i<D, 


C 
ecb 


图 5-3 
”现在 考虑 几 个 具体 例子 . 

5.1.10 例 G) 可 缩 空间 的 基本 群 . 若 X 是 可 缩 空间 , 则 不 妨 设 久 = {zo} 
(用 例 2.4. 18 与 定理 5.1.7), 因 而 Tm(X,zo) = [cj)}, 即 x(X)=1. 

车,(X) =1, 则 称 六 为 单 连 通 空 间 . 因此 ,可 缩 空 间 必 为 单 连 通 空间 ;但 单 
连通 空间 却 未 必 是 可 缩 空间 . 直观 上 , X 是 单 连通 空间 意味 着 其 中 每 条 闭路 都 
可 连续 地 变形 为 一 点 ; sa ~ cu 意味 着 闭路 a 可 连续 地 收缩 于 点 zo. 

(ii) m (51) 实 Z,Z 看 作 加 群 . 设 x。€ S51,a,BE QCS!,xo). 直观 上 ,a~B 纪 
4 与 8 环绕 S'( 沿 反 时 针 方 向 为 正 ) 同 样 多 的 圈 数 有 ,k € Z, 从 而 推出 zw.(51) 位 
Z. 但 这 一 事实 的 严格 证 明 并 不 简单 ,此 处 不 拟 详细 写 出 . 

(iii) mrC9 三 1x 之 1). 下面 以 5 为 例 说 明 , 当 二 2 时 情况 是 类 似 的 . 设 
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S? = {z= (rrr ) E Ra : Dz? = 1}; 
A= {x€S:7x;>— 1), 
B= {rE€S:Zz, < 1)}. 
显然 5S: 二 4 U B,4 与 B 为 开 集 , 4 作 B 是 路 连通 的 , 4 与 B 均 是 可 缩 的 (参看 
例 5.1.3Gii)), 因 而 条 件 (17)' 满 足 .于 是 由 定理 5.1.9 推 出 mw(5?) = 1. 

因此 , 当 ”>1 时 "是 单 连通 的 ,但 3" 不 是 可 缩 的 ,后 一 结论 将 用 同调 群 来 
证 实 ( 参 看 例 5. 2. 9(i) ). 

(iv) mT") 衬 Z", 这 由 (ii) 与 定理 5.1.8 推出 .特别 有 zw(T?) 衬 ZZ, 这 与 
x1《S?) 二 1 比较 立 得 结论 : S: 与 ?不同 伦 等 价 , 从 而 更 不 可 能 同 胚 . 这 就 解答 了 
本 章 开 头 所 提出 的 问题 . | 

对 xz.(7?) 衬 Z? 这 一 结果 可 作 如 下 直观 解释 : m1(7?*) 有 两 个 生成 元 ,它们 可 
看 作 环 面 上 线 行 一 图 的 经 线 与 纬 线 . 沿 此 两 闭路 各 环绕 任意 圈 ,在 同 伦 等 价 的 意 
义 上 就 得 出 T? 上 的 任意 闭路 ,这 些 闭路 环绕 着 两 个 “ 洞 ". T? 上 存在 两 个 洞 这 一 
事实 ,尽管 从 直观 上 看 来 其 为 显然 ,但 在 点 集 拓扑 的 范围 内 , 却 不 容易 描述 . 


5.2 同 调 群 


上 节 中 已 初步 讨论 过 的 基本 群 有 两 个 明显 的 缺点 . 

GD mm(CX) 对 于 X 的 拓扑 结构 的 依赖 不 够 灵敏 . 仅 依靠 基本 群 ,甚至 不 足以 
区 分 $: 与 R? 这 样 明显 不 同 的 空间 . 

(ii) zu(X) 一 般 是 非 交 换 群 ,对 涉及 映射 的 问题 还 要 顾及 基点 的 选择 . 这 些 
特点 都 使 基本 群 不 便于 运用 . 

通过 引进 高 阶 同 伦 群 (基本 群 可 看 作 一 阶 同 伦 群 ), 上 面 所 述 的 缺点 (i) 是 能 
得 到 补救 的 ,但 缺点 (ii) 却 无 法 消除 . 这 些 都 影响 到 基本 群 的 有 效应 用 . 这 就 促 
使 人 们 去 开发 其 他 可 能 更 具 优 势 的 系统 ,同调 群 就 是 这 样 的 系统 . 

就 其 所 遵循 的 基本 精神 而 言 ,同调 群 与 基本 群 是 类 似 的 . 但 就 其 结构 上 的 丰 
富 性 及 其 群 性 质 的 特点 而 言 ,同调 群 无 疑 更 具 优 势 , 因 而 成 为 代数 拓扑 中 的 主要 
工具 . 同调 群 的 形成 通常 是 一 系列 复杂 构造 过 程 的 结果 , 远 不 如 基本 群 那样 ,其 
构成 相对 较 简 捷 且 较 具 直观 性 . 而 且 ,同调 群 的 定义 方式 多 种 多 样 ,不 同 的 途径 
所 要 求 的 条 件 与 处 理 方法 都 互 有 差异 ,因而 呈现 出 很 大 的 复杂 性 ,这 对 于 一 门 基 
础 课 来 说 , 确 是 一 个 难以 对 付 的 问题 . 考虑 到 这 些 情况 ,本 节选 择 了 其 定义 相对 
较 简单 的 奇异 同调 群 . 奇异 同调 群 的 思想 是 由 Lefschetz 于 1933 年 提出 来 的 ,而 
其 系统 处 理 则 由 Eilenberg 在 约 10 年 后 完成 . 尽管 就 直观 性 与 可 计算 性 而 言 , 奇 
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异同 调 群 并 无 优势 ,但 它 能 同样 清楚 地 体现 出 同调 群 的 基本 思路 . 对 于 本 书 来 
说 ,这 也 就 够 了 . 

以 下 设 X,Y 等 是 任 给 拓扑 空间 . 上 节 中 关于 同 伦 的 术语 与 记号 仍然 保持 有 
效 . 

A. 同调 群 的 定义 

以 lei: 11 人 nn) 记 RR" 的 标准 基 , 以 

Ai-i1= [eezysen] (n> 1) (1) 

记 由 ee，…'e* 生 成 的 凸 集 , 它 就 是 以 ea(1 委 : 委 2 为 顶点 的 x 一 1 维 多 面 体 ， 
称 之 为 n 一 1 维 标准 单 形 . Ao,4 ,4: 见 图 5-4. 


S-4 


下 面 依次 给 出 一 连 串 概念 ,它们 似乎 惊人 地 繁琐 且 又 缺乏 直观 性 ,但 这 是 定 
义 同 调 群 所 必需 的 . 

(i) 奇异 单 形 . 令 S,(X) 一 C(A,X)(p 过 0)， 称 每 个 ES,(X) 为 和 上 的 
p 维 奇异 单 形 ; 称 SCX) = 一 U SCX) 为 X 的 奇异 复 形 . 

直观 上 , 和 上 的 0 维 奇 异 单 形 就 是 点 ,1 维 奇 异 单 形 可 看 作曲 线段 ,2 维 奇 异 
单 形 可 看 作曲 边 三 角形 ,如 此 等 等 . 

(ii) 链 群 . 以 S，(X) 中 的 元 作为 生成 元 生成 一 个 加 群 C,(X), 称 它 为 的 
p 阶 奇异 链 群 了 ,简称 为 链 群 ; 称 每 个 cE C,(X) 为 X 上 的 2 阶 奇异 链 , 简 称 为 
链 . 形式 上 , 链 c 是 一 个 如 下 的 线性 组 合 : 


c= Dhks, (ki € Zs €E SX),1 SiCn EN), (2) 
i=1 


@ 此 处 不 拟 称 Cp(X) 为 户 维 奇 异 链 群 ,以 免 误 解 为 Co(X) 是 “pp 维 自 由 Abel 群 ” 称 Co(X) 为 
奇异 p- 链 群 , 亦 无 不 可 . 
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c=0Ok= 0(Qi<n). 
Gi) 边界 算 子 . 定义 一 列 群 同 态 : 
3 一 3 :CC(X) 一 CCX) (p> 0). 
约定 C.1(X) = 0, 因而 % 一 0. 若 户 >> 0,c 依 式 (2), 则 令 
ac 一 Dki9sis 


对 任何 s € S,《XX), 定义 
tp 
(9s) (t,t ,ts) 一 > (一 st stis Otirns sts). (3) 


可 以 粗略 地 认为 35 = 二 》) (一 1)'5i,s; 是 :的 第 i 个 顶点 所 对 的 p 一 1 维 面 .例如 ， 
在 X= R”" 中 有 
Aei,es] = es — es 
gfei,ezse3] = [esse3| 一 [ee] + Le ,€2j， 
等 等 . 这 显示 出 “边界 ”的 直观 意义 . 一般 地 ,对 任何 cE C,(X), 称 3c 为 c 的 边界 
链 , 因 而 称 3 为 边界 算 子 . 
(iv) 闭 链 与 边界 链 . 约定 
Z,(X) = Kerd,, B,(X)= Im % (pb 之 0)， (4) 
二 者 都 是 C,(X) 的 子 群 ,分 别称 为 X 的 p 阶 奇异 闭 链 群 与 p 阶 奇异 边界 链 群 ， 
简称 为 闭 链 群 与 边界 链 群 ; Z,(X) 与 B,C《X) 中 的 元 分 别称 为 上 的 p 阶 奇异 
闭 链 与 p 阶 奇 异 边界 链 , 简称 为 闭 链 与 边界 链 . 直观 上 ,可 将 一 阶 闭 链 初步 想象 
为 闭路 ,而 高 阶 闭 链 则 是 闭路 的 某 种 高 维 推广 . 
(v) 上 链 群 .以 C2CX) 记 C,(X) 的 对 偶 群 , 即 ( 参 考 1. 3C) 
Cr*(X) = Hom(C,(X),Z) (p 之 0). 
称 C*(X) 为 X 的 p 阶 奇异 上 链 群 ,简称 为 上 链 群 ,其 中 的 元 称 为 XxX 上 的 p 阶 奇 
异 上 链 , 简 称 为 上 链 . 
(vi) 上 边界 算 子 5.6 定义 为 3 的 对 偶 同 态 , 即 ( 参 看 3. 1 节 式 (14)) 
6, = Hi: CX) > CX) (p20), 
它 由 如 下 恒等式 唯一 决定 : 


(Dc) = 9c) (ECIAX) ,cE CprilX)). (5) 
《vii) 上 闭 链 与 上 边界 链 . 约定 (对 照 式 (4)) 
2Z?(X) = Ker 6,, BeCX) 一 Imn0 (pp 之 0), (6) 


规定 B*(X) = 0; 二 者 分 别称 为 XX 的 p 阶 奇异 上 闭 链 群 与 p 阶 奇 异 上 边界 链 
群 ,其 中 的 元 分 别称 为 上 闭 链 与 上 边界 链 . 
(viii) 同调 群 与 上 同调 群 .二 者 分 别 定义 为 商 群 ， 
H,(X) = Z,(X)/B,X), 
[0 = Ze:(X)/B:(X) 


~ 
V 
2 


(7) 
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但 商 群 定义 的 合理 性 还 有 待 说 明 . 
5.2.1 引 理 ”9 一 0,6 二 0; 更 准确 地 ,这 意味 着 
dot1 = 0, dmd,=0 (p20). (8) 


证 显然 只 需 证 99,+1 = 二 0, 且 只 需 考虑 之 之 1 的 情况 .由 2 的 同 态 性 质 ,只 
需 对 s € SCX) 证 925 一 0. 利用 式 (3) 有 
(925) Ct1 ,to sts) 


p 
一 > (一 1)° C9s) (00 
i=0 
户 i—] 
一 > ) (一 1)[ (一 shy ty Os tir tis Os tts ,te) 
i=0 j=0 


p 
十 >， (一 了 于 0 
j=i+1 
i—l 


>， (一 1)'tis (ft, st 0 tj+1 >""" sbi 0 ,tit19 ,to) 


- 立 》 (一 17 二， 0， Eps otis Os ti ,ty). 

上 式 右 端 第 一 项 交换 求 和 顺序 后 从 与 第 二 项 抵消 ,因此 32 = 0 ,如 所 要 证 . 口 

利用 引 理 5. 2. 1, 从 式 (4) 得 出 

9B,(X) = 9Cn(X) = 0, 

故 得 B,(X) CZ,(X). 同 理 ,由 5? 二 0 与 式 (6) 推 出 BC(X) CC Zt(X). 这 表明 
B,(X) 与 B*C(X) 分 别 为 Z,(X) 与 Z?(X) 的 子 群 ,因而 商 群 H,(X) 与 He(X) 
依 式 (7) 有 定义 ,二 者 分 别称 为 X 的 p 阶 奇 异同 调 群 与 p 阶 奇异 上 同调 群 , 简 称 
为 同调 群 与 上 同调 群 . 这 就 完成 了 同调 群 的 定义 . 

同调 群 的 定义 如 此 迁 回 曲折 ,你 大 概 已 深 有 体会 . 与 此 相对 照 ,基本 群 的 定 
义 似 乎 要 简捷 些 . 你 或 许 会 说 , C,(X) 已 经 是 一 个 群 , 其 构成 很 简单 , 且 必 然 已 
包含 基于 它 构 成 的 吾 ,(X) 与 H*(X) 所 具有 的 全 部 信息 ,但 我 们 却 舍 其 不 用 ,而 
要 用 经 过 如 此 复杂 手续 得 到 的 同调 群 玉 ,(X) 与 H*(X), 岂 不 费解 ? 问题 在 于 ， 
Cs( 叉 ) 太 庞 杂 了 ,即使 其 中 已 蕴 涵 所 需 的 信息 ,也 不 易 从 中 发 掘 出来. 从 Cs (XX) 
构成 同调 群 五 ,(X) 的 过 程 , 正 是 从 中 剔除 那些 与 空间 拓扑 结构 不 发 生 本 质 联系 
的 因素 . 最 后 得 到 的 同调 群 , 自然 更 密切 地 联系 于 空间 的 拓扑 结构 ,只 是 这 种 联 
系 更 不 直观 罢了 . 

与 基本 群 不 同 ,现在 我 们 所 得 的 不 是 一 个 群 ,而 是 以 下 两 个 群 序 列 : 

H.(X) = {H,(X) : p 之 0}, 
[IH*(X) = {H?*(X): p> 0}. 

这 样 的 群 序列 比 单个 群 x,(X) 包含 更 多 的 信息 ,看 来 是 没有 疑问 的 . 还 可 注意 


(9) 
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然而 ,与 基本 群 相 比 ,同调 群 更 缺少 直观 性 . 且 证 我 们 来 看 一 下 ,对 同调 群 中 
的 元 该 作 何 解 释 . 任 取 [cj E 已 ,CX)， 这 意味 着 [c] 是 X 中 阶 闭 链 的 一 个 等 
价 类 , 即 c € 2,(X). 
c GE fc 会 c 一 c €B,(X) 
Oc—c = 90,0 € CorlX). 
通常 称 [cj] 为 p - 闭 链 的 一 个 同调 类 ; 当 c E [cj 时 说 c 同调 于 c. 形式 上 ,如 上 
的 [cj 可 看 作 闭 路 类 的 某 种 推广 .但 即使 在 .p = 1 的 情况 下 ,也 并 不 能 简单 地 将 
[cj 与 闭路 类 等 同 起 来 . 
B. 诱导 同 态 
如 本 段 标题 所 指明 的 ,此 处 所 要 作 的 事情 正 与 5. 1C 相当 , 即 对 每 个 f € 
C(X,Y), 构成 同 态 (实际 上 是 一 同 态 序 列 ) 
f. :H,(X)— H,(Y) (p 之 0),， 
使 得 /, 具有 类 似 于 命题 5. 1. 6 所 表述 的 性 质 ,因而 同样 得 出 所 预期 的 结论 : 
于 全 了 之 媚 ,(X) 二 及 ,(Y). (对 照 5.1 节 式 (12)) (11) 
不 过 ,同调 群 的 构成 经 历 了 一 些 中 间 环 节 , 因 而 从 f 构成 六 亦 要 经 过 相应 的 中 
间 环 节 . 首先 ,由 f € C(X,Y) 直接 诱导 出 如 下 同 态 
人 : C,(X) > ClY), 


(10) 


fl) 一 As (s€S,X)). (12) 
结合 式 (12) 与 式 (3) 易 直接 验证 : 
dfs = fy gd :CX > CY) (p> 1). (13) 
由 式 (13) 推 出 : 
fsZ, KX) TZAY), SB XTCBY) (p> 0). (14) 
于 是 依 同 态 定理 1. 3.7, f; 诱导 出 同 态 
f.»: HA(X) > HY), [cj> [fs(c)] (p> 0). (15) 


当 不 致 混淆 时 ,就 将 /., 写作 f., 并 称 它 为 由 f 所 诱导 的 同 态 . 同 态 f. 与 5.1 
节 式 (13) 中 的 f, 可 以 类 比 . 但 此 处 不 涉及 基点 ,因而 要 更 方便 些 . 下 面 就 是 与 
命题 5. 1. 6 相当 的 结果 . 

5. 2. 2 命题 诱导 同 态 有 以 下 性 质 : 

0) 若 fECCX,Y),g € C(Y,Z), 则 

(gf), =8g,.f.: H,(X)—> H,(Z) (p 之 0). 
(ii) (1x)。: 右 ,(X) 一 万,(X) 是 单位 映射 . 
(iii) 著 /ggECCXY), 和 一 g， 则 
f.=g,:H,(X)—> H,(Y) (p 之 0). 
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其 中 结论 (iD 和 (ii) 是 平凡 的 ,结论 (iii) 的 证 明 则 不 那么 简单 ,只 好 从 略 了 . 
从 命题 5. 2. 2 得 出 结论 (11), 则 几乎 是 一 件 例 行 的 事情 . 于 是 有 
5.2.3 定 理 若 二 Y, 则 ,(X) 实 Hy,(Y) (p 之 0). 

证 设 /: 二 Y,g 是 f 的 同 伦 道 , 则 有 同 态 
f.: HX) -> HY) Sg,. : H,(Y)— H,(X). 
由 gf 二 1x,fg 二 1y 及 命题 5.2.2 推出 : 
gj : H,(X)— H,(X) 
与 
f.g. : H,(Y) -> H,(Y) 

均 为 单位 映射 ,因此 f，: 互 ,(X) 一 态 ,(Y) 是 一 同 构 . 口 
这 就 达到 了 与 5. 1C 中 同样 的 结论 :同调 群 是 同 伦 不 变量 . 

车 以 ff 记 fi 的 对 偶 上 映射 , 即 ( 依 1.3 节 式 (14)) 


fr :CAY) > CX), p> 9°f,, (16) 
则 户 是 群 同 态 ; 从 %fs = f,-19, 推出 f?6 = 01 ， 因此 
frZ?(Y) C ZX), BOY) C Br(X) (p> 0). (14)" 
于 是 六 诱导 出 同 态 
f* :Hi(Y)—> H?(X). (p> 0) (15)’ 


与 命题 5. 2. 2 对 应 的 结果 如 下 . 

5. 2. 4 命题 诱导 同 态 (15)" 有 以 下 性 质 ， 

G0) 车 fE€ CC(X,Y),g € CC(Y,Z), 则 

(Cg = f°g*:H(2)—> H?(X) (p> 0). 
Gi) 1 革 : HH2(X) -> 五 *(X) 是 单位 映射 . 
(ii 车 f,g EC(X,Y),f 二 g, 则 
f*=g’ :HY)—> Hr(X) (p> 0). 

这 就 同样 得 出 以 下 定理 . 

5.2.5 定 理 若 立 守 Y, 则 H?(X) 守 H?(Y)(p 之 0). 

这 就 表明 ,上 同调 群 也 是 同 伦 不 变量 . 

C. 同调 群 的 计算 

如 同 基本 群 一 样 ,同调 群 的 计算 并 不 容易 ,似乎 比 基 本 群 的 计算 更 困难 , 因 
对 同一 空间 X, 需要 计算 一 列 群 巨 ,(X) (此 处 且 不 说 H*(X) 的 计算 ). 就 一 般 
原则 而 言 ,5. 1D 中 对 于 基本 群 所 说 的 一 切 , 在 类 似 形式 下 亦 适 用 于 辐 调 群 ,此 处 
不 必 复 述 . 

对 于 同调 群 的 计算 非常 有 用 的 一 个 特殊 工具 是 正 合 序列 (参考 1. 3C) ,下面 
考虑 这 样 一 种 序列 . 

设 X= A UB,A4,B 是 开 集 ， 
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ii:ACX, i,:BCYX, 

ni:ANMNMBCA; j:ANBCB; 

1 : H,(A) DH,(B) — H,(X), 

(fc [cs 了) > i Le] — i Lc); 
j, : H,(ANMB)—> H,(A) DH,B), 

Le] 一 CLej, jz Lc)). 
任 给 [c] € 五 ,(X), 必 存 在 c E C,(4),c, € C,《B), 使 得 
[ej = [ec 十 cj],ac =— 3c € 2Z,1(4 NN B), 
令 &.[c]= [9c1j, 可 说 明 &,.[cj 与 cocs 的 取 法 无 关 . 这 就 得 到 同 态 
k,. : H,(X) ~— H,_1(A NN B). 
5. 2.6 定理 ” 依 以 上 记号 ,有 正 合 序列 : 


k, 四 i 大。 
> HCANB)— > H,A) BH,B) > HX) 一 > … 


‘HAANB) THA DH,B) > HAX) 0. (17) 

序列 (17) 称 为 Mayer-Vietoris 序列 ,其 正 合 性 的 证 明 并 不 容易 ,此 处 只 能 从 
略 . 

现在 考虑 计算 同调 群 的 一 些 具体 例子 . 首先 用 以 下 结果 将 态 (X) 的 计算 排 
除 在 外 . 

5. 2.7 命题 设 X 是 路 连通 空间 , 则 H,(X) 衬 Z. 

证 因 2a=0, 故 Zo(CX) = Co《X), 于 是 

HX) = CX)/9C1(X). 
其 次 可 以 认为 S,(X) = X. 任 给 zo,zi € X, 由 路 连通 性 有 s € Si1(X), 使 
as 二 zi 一 zo, 因此 [zo]= [zij. 任 给 [cj € 五 (X)， 可 设 c= > ATi Ck EZ， 
zi EX)， 于 是 
[c]= DkLzj= kz] (k= Dk EZ]， 
其 中 xz。€ X 是 任意 取 定 的 .余下 只 要 证 明 , 当 * 关 0 时 必 有 &[zoj 关 0. 若 k[xoj 
二 0, 则 kx。 = 9c,c € C1(X).39c 总 可 写成 : | 
ac= Dri—y) UE€E Lx,y EX). 

比较 kx。 二 3c 的 系数 得 & 一 0， . 口 

如 果 xi(X) 是 已 知 的 , 则 利用 以 下 结果 可 从 x(X) 得 出 五 ,(X), 因而 不 妨 
认为 H1(X) 的 计算 也 是 已 解决 了 的 . 

5. 2.8 命题 设 X 是 路 连通 空间 , x。E€ X. 任 给 a E C(J,X), 定义 

ar ((1— ettea)=alt) (€ 7), 

则 aT€ S1(X); 
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h: nl(X,r) > HI(X), [a]— Lat] 
是 一 个 满 同 态 , 且 Ker h 是 x,(X,zo) 的 换 位 子 群 ,因而 及 ,(X) 就 是 x (X ,x6) 
的 交换 化 (参考 命题 1. 3. 9). 特别 , 若 x1(X) 是 Abel 群 , 则 HH.(X) 衬 x (X). 
以 上 结果 的 证 明 可 参看 [13,p. 180]. 
5.2.9 例 (iD) 可 缩 空间 的 同调 群 . 设 XX 是 可 缩 空间 , 则 不 妨 设 X= {zo}， 
因而 S,(X) 是 单元 素 集 , C,(X) 兰 Z. 以 5s* 记 p 维 单 形 , 则 


a 0， El 9 
9s? 二 2)(— 1)'s?! 一 | 疡 是 奇数 


st? 1， 访 是 偶数 ， 
由 此 得 出 : 
Zoo - |CCD ， 是 二 
0， 户 是 偶数 ; 
B,CX) = (人 P 是 奇数 ， 
0， 户 是 偶数 ， 
因此 有 
H,(X) = ( PT 0 (18) 
0, p>0. 


Gi) 对 于 S”(n 实 1) 今 证 明 以 下 结论 : 
Z, p= 0,n, 


H,(S") > io 其 他 


(19) 
为 应 用 定理 5. 2. 6, 令 

A= {z= (zor rT) ES :x, > 1}, 

B= (并 一 (ZeoyZi… Th) € S": XT, ~ 1}. 
则 S"=A4UB,A,B 是 S$" 中 的 开 集 , 且 均 为 可 缩 , A 门 B 二 Si1. 注意 ;对 5 二 
{一 1,1} 有 HS) 守 2,H,(S") = 0(p > 0). 

首先 设 n 二 1. 由 式 (17) 有 正 合 序列 
H(A) DB HB HS') > HolS') 
> HA) BD HB), 

即 0 -> HSD) > 72 > 7. 
由 此 看 出 &. 是 单 同 态 . 为 得 到 五 (5S1) 衬 Z, 只 要 证 明 Ker j, 兰 Z. 由 7 了 .的 定 


义 , 任 给 (A, 1) 和 Zi,， 有 7. (CA,AD) 一 (十 Ap,A 十 AD， 故 7， (4, £1) 一 0 多 1 一 一 1 
因而 Ker j, 兰 Z. 车 p 之 1, 则 正 合 序列 


i 下 
刀 ,(4) BDH,B)—> H,(S) 一 万 (A NB) 


一 > 万 (4) BH,1(B) 
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可 写成 
0 H,(S) 一 > H,_1(S') -> 0， 
因此 五 ,(51) 衬 妃 -:(3S?) = 0. 这 就 对 二 1 证 实 了 式 (19). 
其 次 设 n 二 1, 假定 对 一 1 结论 成 立 . 由 式 (17) 有 正 合 序列 


Ie 天 
Hi(A) DH.(B)—> Hi(S") —> Ho(A NN B) 


> HA) BD HB), 
此 即 


0 HS") > 2 > 2, 
可 见 &, 是 单 同 态 . VAEZ, 由 j, 的 定义 有 j. (4) = (4,), 由 此 看 出 Ker j, 一 
0, 从 而 H1(S") = 0. 车 zp 之 1, 则 由 


了 kk 
H,(A) BH,B)—— H,(S")—— H, (A NB) 


一 > 万 (A) DH,_1(B) 


- 天 。 
得 0—> H,(S)—— H,1(S”!) 一 0， 
因此 由 归纳 假设 有 
H,(S’) > H,_1(S"1) = 7, p=n, 
1 lo pn. 


这 就 证 明了 式 (19) 成 立 . 


已 算出 的 同调 群 固然 极 有 限 ,但 已 可 用 来 推出 一 些 重要 结论 . 最 直接 的 推论 


如 下 . 
5. 2. 10 推论 〈i) S"(n 之 1) 不 是 可 缩 空间 . 
(ii 车 mx 关 4, 则 S” 与 5S" 不 同 伦 等 价 ,因而 亦 不 互相 同 征 . 
Gii) 车 x 关 n, 则 R” 与 R" 不 互相 同 胚 . 
证 (i) 比较 式 (18) 与 式 (19) 看 出 , 5S" 与 可 缩 空间 有 相 异 的 n 阶 同 调 群 . 
(ii) 由 式 (19) 看 出 , H,C(S") 关 0 = H.C5"). 


Gii) 车 R” 衬 R"( 同 征 ), 则 因 S" 是 R’ 的 一 点 紧 化 (参考 例 3.2.18), 必 有 5S” 


位 9”， 因而 mm 二 nN. 
关于 同调 群 的 更 系统 的 应 用 在 下 节 给 出 . 


5.3 某 些 应 用 


应 用 代数 拓扑 的 知识 ,常常 可 对 一 些 表 面 上 看 来 与 拓扑 相距 很 远 的 问题 得 
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出 意 想不到 的 结论 . 虽然 本 书 对 于 代数 拓扑 内 容 涉猎 极为 粗浅 ,无 法 系统 展开 其 
应 用 ,但 即使 是 最 初步 的 应 用 , 亦 足 以 说 明代 数 拓扑 方法 非 同一 般 的 效力 . 

让 我 们 首先 解释 一 下 应 用 代数 拓扑 知识 的 某 些 一 般 思想 . 设 P 是 关于 拓扑 
空间 和 的 某 个 命题 ,我 们 希望 应 用 某 个 同 伦 不 变量 (例如 x1(X) 或 五,(CX) ) 来 
判定 PP 的 真 伪 . 如 果 这 一 设想 可 行 , 那 么 势必 对 任何 同 伦 等 价 于 X 的 空间 亦 将 
得 出 同样 的 结论 . 这 就 表明 , P 实际 上 是 一 个 同 伦 不 变性 质 . 因而 如 我 们 多 次 指 
出 的 ,这 种 性 质 必定 是 高 度 特殊 且 十 分 隐蔽 的 ,不 易 为 常规 方法 (如 经 典 分 析 的 
方法 ) 所 发 现 . 这 就 注定 了 代数 拓扑 方法 具有 非 同 寻常 的 效力 . 这 无 疑 是 代数 拓 
扑 方法 的 优势 . 另 一 方面 ,既然 代数 拓扑 以 同 伦 不 变性 质 作为 其 对 象 ,那么 对 于 
非 同 伦 不 变性 质 就 必定 失效 . 例如 , 设 XX 是 一 个 度量 空间 , 下 : X 一 XX, 代数 拓 
扑 必 不 能 提供 一 种 方法 来 判定 是 否 满 足 收缩 性 条 件 : 

dl(Fr,Fy)d(r,y) (zy €E X). 
就 此 而 言 ,代数 拓扑 方法 又 是 十 分 受 限制 的 ,并 不 能 用 来 解决 所 有 涉及 拓扑 空间 
的 问题 . 在 你 对 代数 拓扑 方法 可 能 满怀 希望 之 际 ,这 一 点 是 不 可 不 知 的 . 

应 用 代数 拓扑 知识 的 途径 是 多 种 多 样 的 . 下 面 给 出 一 种 模式 , 它 未 必 最 具 普 
遍 意义 ,但 可 用 来 说 明 间 题 . 

问题 ”证实 关于 拓扑 空间 X 的 某 个 命题 P,P 通常 描述 了 X 上 连续 映射 的 
一 定性 质 . 

解法 ”否定 P, 由 此 推出 存在 具 一 定性 质 的 连续 映射 了 : 和 一 了 ,7 是 已 知 
的 拓扑 空间 ;而 这 就 导出 同 态 /. : mm(X) 一 rr) 或 /也 (CCX) 一 妃 (7)， 但 
这 将 引出 矛盾 (例如 了 是 同 伦 等 价 而 于 (X) 闫 mm(Y) 或 HH,(X) 关 HH,(Y)). 

以 上 解法 可 行 的 前 提 是 ,所 涉及 空间 的 基本 群 或 同调 群 是 已 知 的 . 可 惜 ,已 
求 出 基本 群 与 同调 群 的 拓扑 空间 毕竟 是 很 有 限 的 ,这 就 使 得 代数 拓扑 方法 的 应 
用 只 能 限制 在 较 特殊 的 空间 范围 内 . 本 节 所 介绍 的 最 初步 的 应 用 则 更 限制 于 有 
限 维 球面 这 种 极 特殊 的 空间 . 本 节 的 问题 主要 应 用 同调 群 ,这 些 问题 的 1 维 或 2 
维特 例 通常 亦 可 用 基本 群 解决 , 遇 到 这 种 情况 时 读者 不 妨 作为 练习 加 以 考察 . 

从 上 面 用 作 说 明 的 应 用 模式 不 应 得 出 一 种 误解 ,似乎 代数 拓扑 的 每 一 次 特 
殊 应 用 都 必定 直接 用 到 基本 群 或 同调 群 .实际 上 ,在 大 多 数 情况 下 ,人 们 只 是 套 
用 某 些 标准 的 拓扑 定理 ,这 些 定理 的 证 明 可 能 依赖 于 基本 群 或 同调 群 , 但 它们 的 
表述 则 未 必 直 接 涉及 所 述 的 群 . 此 外 ,在 同调 群 的 基础 上 系统 地 发 展 了 一 些 拓扑 
工具 ,对 于 这 些 工具 的 运用 常常 是 应 用 代数 拓扑 的 重要 形式 . 在 这 类 工具 中 , 映 
射 度 大 概 是 最 典型 的 . 下 面 我 们 就 来 介绍 它 . 

A. 映射 度 

设 2 之 1. 任 给 /ECCS",S"), 由 5.2 节 式 (15), 了 诱导 出 一 个 同 态 

厂 ，: 万 ,(S") 一 H,(S"). 
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由 5.2 节 式 (19), 有 于,(S") 衬 Z, 这 就 不 妨 将 上 述 同 态 写作 f，: Z 一 Z. 定义 
deg f=f.(1) (Ff € CS",S")), (1) 

称 deg /为 了 的 映射 度 或 拓扑 度 . 因 映 射 度 是 Brouwer 最 先 提出 的 , 故 也 称 之 为 

Brouwer 度 . 任 取 儒 ,(5") 的 一 个 生成 元 [cj, 可 将 式 (1) 写 成 更 准确 的 形式 ，: 


[ec] = (deg f)[Lc]. (1)’ 
实际 上 , 式 (1) 或 式 (1) 定义 了 一 个 整 值 函数 : 
deg : C(S"*,S*)— ZZ, 三 一 deg 三 (2) 


为 使 deg 能 成 为 一 个 有 效 的 工具 ,必需 能 算出 尽 可 能 多 的 映射 度 deg f. 原 
则 上 , 式 (1) 已 给 出 了 deg 的 计算 公式 .但 在 f, 的 性 质 不 明 的 情况 下 ,公式 (1) 
很 难 起 作用 . 实际 上 ,能 依 式 (1) 直 接 算出 deg -f 的 情况 并 不 多 . 为 能 尽 可 能 扩大 
少数 已 知 结果 ,必需 建立 关于 deg 的 某 些 一 般 规则 ,下 面 的 命题 汇集 了 “ 度 演 算 ” 
的 主要 规则 . 

5. 3.1 命题 映射 度 有 以 下 性 质 : 

(GD 若 了 一 g， 则 deg f= deg 5. 

(ii) deg(f 。g) = (deg f)(deg g)( 以 上 jg €E COS",S")). 

(iii) deg ls 一 1 一 0> deg f= 二 0; 车/:5" 一 5S" 是 同上 胚 , 则 deg f= 
士 1. 

证 (i) 由 命 古 5. 2. 2(iii) 推 出 . 

(ii) 首先 注意 (fg), = /gg. :万 (9") 一 五,(9") (命题 5. 2. 2(i)). 取 
HH,《S") 的 生成 元 Lcj, 则 

(fe) [Lcd=f, (Cg,[c]) = 了 (CCdeg g)[c]) 
=(f,[c])(deg g) = (deg f) (deg g)[c]， 
这 表明 deg (fg) = (deg (deg g). 

Qii) 由 (lw)。 = 单位 映射 (命题 5. 2. 2(ii)) 推 出 deg 1 = 二 1. 若 f 二 0, 则 
,= 二 0: 万 (3S") 一 瓦 , (59") (用 5.2 节 式 (18)), 故 deg 上 = 0. 车 f 是 同 胚 , 则 由 
ff"1= ls 有 

(deg f)(deg f°!) = deg lw 一 1， 
由 此 推出 deg 了 = 士 1. 口 

命题 5. 3.1(i) 表 明 , 映 射 度 是 同 伦 不 变量 . 或 者 说 , deg f 实际 上 仅 依 赖 于 f 
所 属 的 同 伦 等 价 类 ,这 就 可 将 整 值 函数 (2) 改 写成 

deg : LS",S"] 一 也 ， [ 门 一 deg f, (2)! 
其 中 LS",S”] 表 示 CCS",S”) 中 同 伦 等 价 类 之 全 体 . 由 Hopf 证 明 的 一 个 著名 结果 
(Hopf 度数 定理 ?断言 ,映射 (27 是 一 个 双 射 ! 
命题 5. 3. 1 ii) 表明 ,在 计算 deg 了 时 可 考虑 适当 地 分 解 
= 六. 六 of, 
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使 得 deg f;(1 委 : 委 A) 为 已 知 或 较 易 计 算 .下 面 就 是 一 个 简单 例子 . 
5.3.2 例 对 任 给 一 (zz 和 Zhi) EE 5", 令 
rz) 一 一 工 (3) 
ri(T) = (Ts CO— Ti Hn) (Sin+1). (4) 
r 称 为 对 径 映 射 , 它 实际 上 就 是 中 心 反 射 ; ~ 是 关于 坐标 超 平 面 x; = 0 的 反射 . 
今 指出 
degy 一 (一 1)"+1， degr;=— 1( i<n+i+1). (5) 
式 (5) 中 的 deg 7 二 (一 12)" 由 7 二 nrorsti 及 deg ri 二 一 1 得 出 (用 命题 
5. 3. 1(ii)), 下面 证 deg 7; = 一 1. 由 对 称 性 ,只 要 指明 deg 六 三 一 1. 因 ri 不 改变 
坐标 zz，…,Z+ly 不 妨 只 考虑 
rr: 9S1~> Sl, 《zzz)》 一 《一 2 2). 
取 闭 链 c = 5 十 ss 十 ss《 见 图 5-5), 则 
ms[c] 王 [Ca) 十 riCsz) 十 C53)] (用 5.2 节 式 (15)) 
=[~—s,— $C— 5]=— [ec]. 
因 [cj 是 五 (5') 的 生成 元 , 故 deg 六 = 一 1. 
将 看 作 (z EC: |z|i = 1), 定义 
fi:Si—~>Si,z—z: (k€ 12), 
则 有 deg fi 二 &. 直观 上 , deg 表达 了 f(z) 环 
= 二 绕 Si 的 圈 数 (以 反 时 针 方 向 为 正 ). 类 比 于 此 ,对 
任 给 EC(CS",S*"), 可 将 deg /看 作 /(S") 覆盖 
S" 的 某 种 重 数 . 这 一 说 法 并 不 确切 ,但 可 以 作为 
对 deg 了 的 一 种 初步 理解 . 若 /(S") 覆盖 不 了 
S”, 即 f(S”) 关 S", 则 /是 零 伦 的 (用 例 5.1.3 
(iv)), 因 而 deg 三 = 0 (用 命题 5. 3. 1). 这 一 事实 
佐证 了 上 面 对 映 射 度 的 覆盖 解释 . 
因 映 射 度 是 一 种 已 数量 化 的 拓扑 不 变量 ,或 者 说 是 一 种 拓扑 指标 ,因而 比 同 
调 群 等 拓扑 不 变量 更 便于 应 用 . 映射 度 在 现代 数学 中 的 应 用 是 广泛 而 深刻 的 ,下 
面 就 是 一 个 很 能 说 明 问 题 的 例子 .更 深入 的 应 用 将 在 下 段 考虑 ， 
车 了 € CCS",R"+!) 满足 条 件 : 
To。z) 一 0 (YzE9")， (6) 
其 中 。 表 示 R"*! 中 的 标准 内 积 , 则 称 f 为 S$” 上 的 一 个 连续 向 量 场 . 显然 ,条 件 
(C6) 意味 着 f(x) 在 5" 位 于 xz 处 的 切 平面 上 .向 量 场 的 零点 称 为 奇 点 .要 使 连续 
向 量 场 上 有 奇 点 是 很 简单 的 事 . 但 要 使 了 无 奇 点 , 则 未 必 总 能 办 到 ,这 件 事 与 5” 
的 拓扑 特性 有 关 . 


5-5 
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5. 3. 3 定理 (Brouwer-Poincaré) 3" 上 存在 无 奇 点 的 连续 向 量 场 会 ”为 奇 
数 . 

证 若 n 为 奇数 ,定义 

f(z) = x2 ~ Ty Ta 一 To) (T= (ri) € 5"), 
反之 ,; 设 f 是 S"” 上 无 奇 点 的 连续 向 量 场 , 则 不 妨 设 f € CCS",S") (否则 以 
f(z)/1f(x)| 取代 f(x) ). 定 义 
H(U,7X) = x eos nt fx)sin nt, 
则 利用 zx， f(x) = 0 得 出 瑟 € C(J xX S",S"). 于 是 
五 :1e 一 一 le 一 7。ls， 
其 中 7 依 式 (3). 这 就 得 出 
1= deg ls = deg (r。lw) = (一 1)"+!， (用 式 (5)) 
因而 ”为 奇数 . 口 

由 定理 5. 3. 3 特别 推出 ,球面 5* 上 不 存在 无 奇 点 的 连续 向 量 场 . 由 此 又 推出 
以 下 结论 :车 /ECCS?,R’), 则 必 对 某 个 XE€ 5, 了 f(z) 与共 线 , 即 f(x) = xz. 
否则 ,以 g(x) 记 f(z) 在 5 位 于 zc 处 的 切 平面 上 的 正 投影 , 则 g 是 S* 上 的 一 个 
连续 向 量 场 且 处 处 不 为 零 . 直观 上 ,将 f(x) 看 作 粘 贴 在 x 处 的 毛发 , 则 以 上 结 
论 表明 ,无 论 你 如 何 梳理 这 些 毛 发 ,都 不 能 排除 其 中 至 少 有 一 根 保持 直立 ( 即 
f(x) 与 工 共 线 ), 除 非 S* 上 存在 某 个 “ 旋 ”( 即 使 f(z) = 0 的 点 ). 这 就 是 有 名 的 
纤毛 球 问题 , 它 是 用 代数 拓扑 方法 获得 解答 的 经 典 问题 之 一 20. 你 不 妨 尝 试 一 
下 ,如 果 不 用 定理 5. 3. 3( 注 意 定理 5. 3. 3 是 以 代数 拓扑 为 工具 建立 的 ), 能 否 易 
从 其 他 途径 达到 这 一 结论 . 

B. Borsuk 定理 

在 应 用 映射 度 所 获得 的 关于 球面 映射 的 一 系列 结果 中 ,最 有 趣 的 一 部 分 结 
果 都 基于 一 个 中 心 定 理 , 它 就 是 异常 深刻 的 如 下 定理 . 

5. 3. 4 Borsuk 定理 ”车 f€ C(3" ,9") 满足 条 件 : 

f(—7z)=— f(x) (zr € 5S"), (7) 
即 了 是 奇 上 映射 (或 称 保 径 映射 ), 则 deg f 为 奇数 . 简 言 之 , 奇 映 射 有 奇数 度 . 

以 上 定理 有 基于 不 同 途径 的 多 种 证 明 , 都 不 太 简单 ,因此 不 拟 介绍 .但 在 定 
理 5. 3. 4 的 基础 上 推出 关于 球面 映射 的 其 他 结论 , 则 并 不 很 困难 ,似乎 Borsuk 定 
理 在 其 证 明 过 程 中 已 克服 如 此 多 的 困难 ,因而 积 蕾 了 足够 的 能 量 ,使 得 进一步 推 
进 变 得 很 容易 了 . 下 面 将 一 系列 推论 汇集 在 一 起 ,其 中 每 一 条 结论 都 是 侥 有 趣味 


@ 此 问题 的 一 个 地 理学 解释 是 :在 任 一 给 定时 刻 , 地 球 表面 上 必 有 一 点 的 水 平 风速 为 零 . 
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且 有 广泛 应 用 的 . 

5. 3.5 推论 对 于 /ECCS",R") 有 以 下 结论 成 立 : 

《(i) (Borsuk-Ulam 定理 ) 若 A(S") CS 则 了 必 非 奇 映射 . 

Gii) 车 f 是 奇 映射 , 则 f(z) 必 有 零点 . 

Gii) 必 有 zo€ 5", 使 f(zo) 一 太一 zo). 

(iv) 三 不 能 是 拓扑 对 入 ,因此 , S" 不 能 同 胚 于 R" 的 任何 子 集 . 

证 (iD 因 FS CS IC 5S", 故 可 以 认为 ECCS",S"). 若是 奇 映射 ， 
则 deg 了 为 奇数 (用 定理 5.3.4). 但 由 f(S") 关 5S" 推出 deg f= 0, 得 出 矛盾 . 故 
f 必 非 奇 映射 . 

(i) 车 f(z) 无 零点 , 令 g8(Cz) = 二 f(z)/[f(zx)|,; 则 g ECCS",S"!), 且 g 仍 
为 奇 映射 ,这 与 已 证 的 (i) 相 矛盾 . 

(iii) 令 g(z)= 二 了 f(z) 一 f( 一 x), 则 gE€CCS",R"), 且 g 是 奇 上 映射 .由 已 证 
的 Gi)， Es 必 有 零点 Xo E 9 因而 f(xo) 一 三 ( 一 ZX0). 

(iv) 由 已 证 的 (i), 不 是 单 射 ,更 不 可 能 为 拓扑 柑 入 . 口 

设 AECCS,R"),f(S") CS 由 推论 5.3.5(ii2 有 ze E S", 使 得 f(x。) 
二 f( 一 zo). 如 此 则 f 不 能 是 奇 映射 ,否则 

fx0) = f(— 7x0) =— f(xo), 

这 推出 f(x。o) = 0, 而 这 与 f(x。) E 5 1 相 矛 盾 . 由 此 可 见 ,推论 5. 3.5 中 的 结论 
(一 ii) 互相 等 价 ( 从 推论 5. 3.5 的 证 明 可 看 出 (G) 之 (ii) 一 (ii)), 其 中 任何 一 个 
结论 都 可 称 为 Borsuk-Ulam 定理 ,Borsuk 与 Ulam 于 1933 年 证 明了 这 一 结果 . 

在 推论 5. 3. 5 的 诸 结论 中 ,结论 (iii) 或 许 是 最 有 趣 的 , 它 表 明 f 必定 在 一 对 
对 径 点 ze 与 一 ze 处 取 同 样 的 值 ,而 这 一 结论 完全 不 依赖 于 /了 的 具体 构成 ! 这 一 
事实 的 特殊 应 用 导致 颇 令 人 惊异 的 直观 解释 . 不 妨 将 地 球 表面 看 作 5S*, 设 (a， 
B) 是 在 S* 上 随 点 连续 变化 的 一 对 物理 参数 , 则 f= 二 (a,B) € C(S?,R?). 于 是 由 
推论 5.3.5(ii) 有 zx。E€ S?, 使 得 f(xo) = f( 一 zo), 妈 

xzo) = a(— Xo), Plzo) = B(— zo). 

这 一 结论 的 惊人 之 处 在 于 , 它 丝毫 不 涉及 a 与 8 的 物理 含义 . (a,B) 也 许 是 ( 温 
度 ,气压 ) ,或 者 (风速 ,湿度 ) 等 . 如 果 有 人 告诉 你 :他 已 经 严格 证 明了 ,在 任何 指 
定时 刻 ,地 球 上 必 有 一 点 , 它 与 另 一 半球 上 的 对 径 点 处 有 同一 温度 与 同一 气压 ， 
你 大 概 会 不 胜 惊讶 . 而 依 推论 5. 3. 5 (iii) ,这 确 是 无 疑 的 . 这 只 能 表明 ,所 述 的 结 
论 实际 上 完全 决定 于 球面 的 拓扑 特性 ,并 不 关 平 任何 物理 定律 . 

推论 5. 3. 5(iii) (我 们 已 指明 它 等 价 于 Borsuk-Ulam 定理 ) 又 可 用 来 推出 其 
他 一 些 同样 有 趣 的 结论 ,下 面 的 结果 是 很 著名 的 . 

5. 3.6 定 理 设 A(1l 志 1 声 n) 是 R" 中 具有 限 测度 之 集 , 则 有 R* 中 的 超 平 
面 7, 它 同时 将 4A;(1 委 : 委 ?) 分 为 等 测度 的 两 半 . 
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证 任 给 = (zoz…zo) ES ， 令 
Hs = {84° 9) ER >)z > xo) 
f(z) 二 m(h; 门 玉 ,)(m 记 1 维 Lebesgue 测度 ), 则 
f= (fi,f2," ,fs) € COS",R"). 

取 定 ZE 5”, 使 f( 一 zx) == f(z) (用 推论 5.3.5Gi)), 则 x = 38H, 是 R" 中 的 一 
个 超 平面 ,而 4; 们 如, 与 4; 人 于 -, 就 是 由 x 分 开 的 hi 的 两 半 , 它 们 有 同样 的 测 
度 . 口 

当 n = 3 时 定理 5. 3.6 有 如 下 有 趣 解释 : 设 41,4,,4; 分 别 为 三 明治 ( 即 夹 心 
面包 ) 的 三 个 部 分 . 定理 5.3.6 的 结论 相当 于 总 可 以 用 一 刀 将 三 部 分 同时 切 为 两 
半 . 这 就 是 著名 的 三 阴 治 问题 , 它 也 是 应 用 代数 拓扑 方法 获得 解答 的 经 典 例 子 之 
一 .注意 ,问题 的 解答 与 三 明治 各 部 分 的 大 小 .形状 及 相互 位 置 都 无 关系 ,因而 是 
一 个 纯粹 的 拓扑 结论 . 正 因 为 如 此 , 它 是 拓扑 以 外 的 其 他 方法 无 法 达到 的 . 

C. 不 动 点 定理 

设 fEC(X,X). 车 zx。E€ 针 满 足 f(zo) = zo 则 称 zo 为 了 的 不 动 点. 现代 
数学 中 很 多 问题 (主要 是 方程 问题 ?的 解决 可 归结 为 某 个 映射 在 在 不 动 点 . 因此 ， 
关于 不 动 点 的 结论 (通常 称 为 不 动 点 定理 ) 受 到 普遍 关注 .为 使 FE CC(X,X) 有 
不 动 点 ,对 于 f 与 X 自然 应 加 一 定 限制 . 对 f 的 限制 越 少 ,对 X 的 限制 就 越 强 ， 
反之 亦 然 . 若 仅 假定 连续 ,那么 对 于 X 就 应 加 很 强 的 条 件 ,才能 保证 f 有 不 动 
点 . 在 这 方面 有 一 系列 深刻 的 现代 研究 ,其 中 一 个 著名 的 结果 断言 : 若 X 是 紧 凸 
集 , 则 每 个 上 E C(X,X) 均 有 不 动 点 . 这 一 重大 结果 的 有 限 维 情形 可 用 代数 拓扑 
方法 得 出 , 它 就 是 以 下 的 著名 定理 . 

$5. 3.7 Brouwer 不 动 点 定理 设 fE€CCX,X),X 同 胚 于 nn 维 闭 单位 球 B”， 


证 取 同 胚 关 :和 一 尺 , 则 8 全 jp E€ 
CCB",B"). 若 g 有 不 动 点 zo， 则 


Ai:Czo) = hig (zo) = fh (zo)) ~ rz) 
就 是 了 的 不 动 点 . 因此 ,下 面 不 妨 设 X= B".n 一 


1 的 情形 不 难 用 初等 方法 证 明 , 下 面 假定 ”之 1 


用 反 证 法 . 设 了 在 B" 上 无 不 动 点 . Vx E 
B", 从 f(x) 经 zx 的 射线 必 交 5S”! = 9B" 于 一 点 
r(x)( 见 图 5-6, f(x) 关 z 用 于 此 1). 这 就 得 到 
rE€ECCB,S" I)r(r) = x(Y TE S71), 可见 


r 是 从 PB" 到 5S" 的 一 个 收缩 . 设 i:5" CB"， 
则 ri = 1s-', 因而 


图 5-6 
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rei, : H,_1(S" 1) ~ H,1(S"!) 
是 单位 映射 . 另 一 方面 ,从 同 态 
r, :0= H,1(B") —> H,(S"-!) 
看 出 +。 = 0, 得 出 矛盾 . 口 
从 定理 证 明 得 到 一 个 附带 结果 . 
5. 3.8 推论 不 存在 从 B" 到 5S”! 的 收缩 . 


习 题 


261. 设 1:XX 二 Y,g,h 是 了 的 同 伦 道 , 则 g 二 h. 

262. 设 蕊 全 7G 一 1,2)， 则 XXX 一 了 XY,. 

263. XXX J 全 X. 

264. 设 ECCX,Y). 若 存 在 g,h E CO X)， 使 sr 一 1 站 一 1, 则 入 :X 一 了 . 

265. ACX 是 的 收缩 核 台 任何 FE C(4,Y) 可 扩张 为 FE CC(X,Y). 

266. 设 4 是 T; 空间 X 的 收缩 核 , 则 4 是 闭 集 . 

267. 设 4 是 紧 ( 或 连通 ) 空 间 X 的 收缩 核 , 则 4 是 紧 ( 或 连通 ) 集 . 

268. S"-! 是 R"\(0}) 的 强 形 变 收缩 核 (% 之 2). 

269. S? 除去 一 点 之 后 可 强 形变 收缩 为 一 点 . 

270. 苑 是 可 缩 空 间 坊 lx 全 0. 

271. X 是 可 缩 空间 台 对 任何 空间 了 与 AE CC(X,Y) 有 f 守 0 乌 对 任何 空间 Y 与 g € 
C(Y,X) 有 gg 二 0. 

272. X 是 可 缩 空间 怠 对 任何 (或 某 个 ) 拓 扑 空 间 Y,Y f,g € Cl(Y,X), 有 /二 g. 

273. 可 缩 空 间 X 是 路 连通 的 . ， 

274. 设 X 是 可 缩 空 间 , ze E XX, 则 {zo} 是 XX 的 形变 收缩 核 . 

275. 设 X 是 可 缩 空间 , 则 X 的 收缩 核 4 亦 是 可 缩 空间 . 

276.  E C(S",X) 是 零 伦 的 千 f 可 扩张 为 f EE C(B"Y',X). 

277. 设 fg ECCX,S") ,Yr EX,f(z) A g(r), 则 fg. 

278. 设 <e ECCX),aG) = zi(i = 二 0,1)，, 作 一 定 端 同 伦 日 : Ca axe. 

279. 设 aE€COU,X),pE CC 10) =1,9(1) = 二 0, 则 ZZ~aeg 

280. 设 HECG XJ,X),a= H(0, '),8= HUQ, ,7 = HG,0),0 = HC,1), 则 
[ajC7jLB] = 519]. 

281. pu : mm(X,zo) 一 mi(Xzi) 与 [0] 无 关 怠 x.(X) 是 Abel 群 。 

282. 设 AECCX,Y),f(zo) = yo :mmCXzo) 一 XI(Y ,yo). 是 单 射 ( 或 满 射 ), f, 不 
必 为 单 同 态 (或 满 同 态 ). 

283. 设 rr:X 一 4 是 一 个 收缩 ,i: ACX,zoE 4, 则 i,，: rm(A,zo) 一 Xx( 久 ,zo) 是 单 同 
态 ; r。: mCK,zo) ~ mm (4,zo) 是 满 同 态 . 

284. 设 f ECCS!,S!) 无 不 动 点 , 则 f,: mS1,1) 宕 mi(S ,71L))， 

285. 设 ECCS!,S!), 一 无 不 动 点 ,; 则 ff, : mm (5 1) 实 m(S’,f(1)). 
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286. S 是 T? 的 收缩 核 而 非 形变 收缩 核 . 
287. XX 是 单 连通 的 名 每 个 AE CCS1,X) 可 扩张 为 1 E€ CC(B?,X). 


288. 设 f,g € CS",S"),Y Zz € S", 有 f(r) 天 一 g (XT), 则 deg f= deg &:. 


289. 设 fE€ ClS",S"),Y x 所 Ny 有 fz) 天 工 则 deg f= 《一 1)*+1. 
290. 设 了 GE C(S",S"),Y I € S", 有 f(x) 天 一 文 ， 则 deg f= 1. 
291. 设 ECCS",S"). 车 deg f 关 (一 1)"t!, 则 了 有 不 动 点 ; 若 deg f 关 1， 


292， 设 fg 所 CS”,SY”), 则 fg 与 gg" 了 三 者 之 一 有 不 动 点 . 


则 一 了 有 不 


293. 设 f 所 ClS”,S”) 无 不 动 点 ; 则 有 Xo Yo EE S*”, 使 得 fzxo) 三 yo f(y0) 一 Zo, 


294. 设 JE C(S",S") ,deg f 二 偶数, 则 有 zx € 5", 使 得 f( 一 zz) = f(z). 
295. 设 AECCS",S"),YrTES*, 有 f( 一 z+) 关 f(x), 则 f(S")=S*. 


296. 设 f EC(CS",R"t!) 是 奇 函 数 , (5S") 含 于 R"'! 的 某 个 nn 维 子 空间 , 则 ff 在 S" 上 有 零 


点 . 


297. 设 每 个 上 E C(X,X) 有 不 动 点 , 4 是 XX 的 收缩 核 , 则 每 个 f€ C(4,4) 有 不 动 点 . 


由 此 推出 5S”! 必 非 B* 的 收缩 核 . 


298. 设 =U Ai,A; 是 非 空 闭 集 ， A 站 (一 4) 一 CO,l im, 则 mm 汪 z 十 1. 


299. 设 闭 集 Al ,A,， 四 4。 覆盖 球 B", 则 必 有 某 个 Ai(l i<n) 含有 aB” 中 


一 对 对 径 点 . 


300. 设 4A,(1 志 i 志 n 十 1) 是 连通 闭 集 , 5"==U Ai, 则 必 有 某 个 4,;, 使 对 任何 a € [0,2]， 


4; 中 存在 一 对 相距 为 d 的 点 . 
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Ln= {XC},r=nU (0 =nU (1 an 一 2 

2. 注意 “x。€ A” 这 一 性 质 在 任意 并 与 交 运 算 下 保持 不 变 . 

3. 任 给 非 空 集 X 及 集 套 x C2*, 设 当 了 BC 时 B* E€ XE x, 则 t= (OU 
ux 是 关上 的 一 个 拓扑 . 

4. 属 上 题 推 广 的 特例 . 

5. 因 4UBE (4,B,X),4 站 BE (4,B,0}, 故 只 有 以 下 三 种 情况 : 4C Bi42 Bi 
AUB=XEANB=O. 

6. 对 5 可 验证 开 集 公理 (O01)~(O;). 

7. 如 对 和 = {0,1,2) ,t= 二 {六 , 名 ,人 让}G 二 0,1) 均 是 XX 上 的 拓扑 ,但 wo Un = {X,@， 
{0}, {1)) 不 是 拓扑 .以 U 5 为 子 基 生成 的 拓扑 即 为 包含 U zt 的 最 小 拓扑 . 

8. 因 .er 二 多, 故 只 要 证 多 是 拓扑 基 , 为 此 只 要 证 :车 x E€ (a,6) CR, 则 有 a,8€ 9Q， 
使 zxE (a,8) CC (a,b). 

9. -or ' 二 BB 一 R;[a,6) 人 门 [cyd) = [a Vc,6 A qd), 故乡 是 拓扑 基 . 

10. X ErB -XX; 若 A,BE€ 多 ,TE€E4NMB, 则 因 A 人 个 BEr,4h 门 B 必 为 多 中 某 
些 集 之 并 , 故 有 CE 多, 使 YECCANB. 

11, 设 x 与 用 分 别 生成 拓扑 一 与 则 条 件 人 推出 有 和 nm 从 而 避 Cm. 反之 若 疡 所 
ty 则 委 CCr,Y BE 名,B 是 x 中 某 些 集 之 并 , 放 zTE B= 二 I]AE x:zEA4CB. 可 见 
OS nCn; 同 理 () SNCn, DDONn= nn. 

12. 令 多 二 (X}U {4CCX:4 为 有 限 集 }, 则 对 .多 可 验证 财 集 公理 (CD 一 (Cs), 因 此 
r= 多! = {@) U {4 CX: 4 为 有 限 集 } 是 所 求 拓扑 , 它 就 是 X 上 的 有 限 补 拓扑 . 

13. 任 给 EXX, 取 可 数 无 限 集 {xz,} CCX, 则 4 一 (zziza 和 ET 一 人 Tai )} 
ETt, 故 {xz} 二 4 站 BETr, 因 此 7 是 离散 拓扑 , 

14.VYzER, 有 A= {xz}U (rz+1)ErB= {zr}U (+17z 十 2) Er, 故 {x} = 
ANBEr. 

15. 设 z EVET. 车 儿 是 拓扑 基 , 则 有 BE 久 , 使 zE BCV, 可见 多 ,是 z+ 的 邻 域 基 ， 
车 多 是 拓扑 子 基 , 则 有 BE 多 ' ,使 xzEBCV, 故 家 -是 z 的 邻 域 子 基 . 其 次 , 若 YzEX， 
多 ,是 工 的 邻 域 基 , 则 有 BE 天 ,使 FEBCV, 可见 了 可 表 为 多 中 集 的 并 , 故 色 是 拓扑 基 . 
车 VYx EX, 多 ;是 zx 的 邻 域 子 基 , 则 有 BE 名 ' ,使 zE 忆 CTY, 可 见 鹃 "是 拓扑 基 , 从 而 富 
是 拓扑 子 基 . 

16. 令 tr 二 {VCX:YrxEV, 有 多 ,FV}, 则 可 验证 rt 满 足 开 集 公理 . 取 定 x E€ 和 ,以 
NH, 记 工 依 拓扑 rt 的 邻 域 系 . 任 给 4E€ BB,, 令 V=(z€EA:B1t4}), 则 XEVCAYzE 
V, 取 BE 光 ,, 使 BC A; 依 定理 2.1.8Gii) 有 CE 多.,Y y EC:%, 上 B, 这 推出 CCV, 从 
而 多.FV, 故 了 Er 因此 A4E HN, 故 儿 .CN. 车 z EVEr, 则 由 7 的 定义 直接 看 出 
名 .HV ,这 推出 多 ,+ YN,, 故 家 .是 工 的 邻 域 基 . 
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17. 设 xz EX. 依 拓扑 tw 有 N= 二 {X}, 因此 x 一 xz; 依 拓扑 5 有 {zx} € Ns, 故 工 一 
2z 名 二 最终 等 于 z. 

若 r* 是 和 上 的 任 给 拓扑 , 则 以 上 结论 表明 ,zz 依 收 合 于 z 二 xz, 依 t+ 收 伍 于 x 过 Zz, 依 
tw 收 仿 于 z. 总 之 ,拓扑 愈 强 , 收 敛 性 亦 愈 强 ,反之 亦 然 . 

18. zE R 依 上 拓扑 的 邻 域 为 (一 co,z 十 e)(e>0), 因此 ,zs 并 合 VYe> 0rs 最 终 在 
(一 co, 工 十 6) 内 全 Tim zx, x. 

19. zxE R 的 一 个 邻 域 基 是 {[z,z 十 ej]:e > 0}). 因此 ,对 于 序列 {(z) CR,z 一 工 怠 
Ve> 0,z 最终 在 [z,z 十 日 内 今 在 通常 意义 下 zs 从 工 的 右边 收敛 于 zx.l1]a -> 0, 而 
{一 1/n}) 不 收敛 ， 

20. 设 (zj)CXzEX7E-A. 因 六 是 有 限 集 , 故 z, 最 终 进 入 V, 除非 zx, 无 限 次 重 
复 取 大 中 某 个 点 .特别 , 若 zx, 互 不 相同 , 则 zx, 收 化 于 XX 中 每 一 点 . 

21. 设 {xz} CX,zEX. 因 V= (xz)}U VN{z,)) 是 的 邻 域 , 故 工 ,一 与 工 ,最 终 等 于 
z. 这 一 条 件 与 依 离 散 拓 扑 收敛 的 条 件 一 致 (对 照 17 题 ), 而 当 XX 为 不 可 数 集 时 其 中 的 可 数 补 
拓扑 并 非 离散 拓扑 ,这 正 表明 可 数 补 拓扑 不 能 由 序列 收敛 确定 . 

22. 以 Z 记 了 的 非 空 有 限 子 集 之 全 体 , Yo ET, 令 5 一 > ,zi, 则 (Z, 己 ) 是 一 有 向 集 ， 
从 而 {ss。: o € 2} 是 一 网 .车 ss 一 s, 则 定义 s 二 2》), xi, 并 称 : 为 ziCi € 1) 的 和 . s。->; 意 
味 着 ; Ye 守 0,3 oo € 2, 当 o € 353,0Do 时 


| B57 —s|<s 

23. 若 xzEANMNB', 则 zxz€E A 和 且 BEAN,.YVEN,, 有 BNMNVEJN,, 因 而 A4NMMBNN 
了 关 何 , 这 表明 xz €E A 人 们 B.A4 介 BC 有 人 BB 是 平凡 的 . 

24. 必要 性 : 取 B 二 V 用 题 23. 充分 性 : 取 A4==V', 由 VNVCV NV 得 VN WW = 他 . 

25. A\B=ANB*CANEB = AB (A 有 题 23). 

26. 若 闭 包公 理 成 立 , 则 所 给 等 式 两 边 分 别 简 化 为 《UB 与 4UB. 反之 , 设 题 设 等 式 成 
立 ,; 则 取 4 二 B= 如 得 号; 取 4A== 名 得 上 =B; 取 B= 溃 得 4UA=A, 故 AC 
4; 这 又 推出 4 U B= 4 U B, 因此 闭 包 公理 成 立 . 

27. 可 仿 定 理 2. 1. 12(ii) 的 证 法 证 明 , 更 简捷 的 作法 是 利用 2.1. 12 的 现成 结论 . 令 有 A = 
4 , 则 可 从 内 部 公理 推出 闭 包 公理 ,因而 在 X 上 存在 唯一 拓扑 r, 使 及 恰 为 4 的 闭 包 ,因而 
4" = (4) 怡 为 4 的 内 部 . 

28. 可 仿照 证 2. 1 节 式 (21) 的 方法 直接 证 明 . 若 利用 2. 1 节 式 (21), 则 有 

4 = (4)=U{(B :4CBCX,B 为 闭 集 ) 
=U {B:BCA,B 为 开 集 }. 

29. aA U B)= AUB\AU BC AUB\NA UB)C AA) U (B\B') = 
34 U aB;a(94) CA=34;94"=A NA*CANA = 4. 

30. ANBNaANB)=ANBNGANB = (ANBNAY UGANBNE)= 
(A4NMNMBNMNaaA)U CANBNaB)= ANMBN GGA UaB). 

31. 94 = 二 4’ 一 名 司 有 = 4= A° 避 A 是 既 开 又 闭 之 集 . 

32. 令 及 = AU 4’, 则 可 验证 4 一 有 4 满足 闭 包公 理 , 且 34 = (4 U A 站 (4 U45 = 
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As. 

33. 只 要 证 第 一 个 结论 . 4 U 4' C 4 是 平凡 的 .车 xz €E 4NM, 则 ze A\{z), 从 而 x EE 
A'. 这 表明 有 ACAUA'. 

34.5=O>C =OACHCA=A=AU4'; 由 A4'C(C(UUB) 与 BC(AU 
B) 推出 A4' UB'C(C(AUB)'; 若 xEAUB', 则 有 U,VEN,, 使 UN (ANMx)) = 个 = 
VN (8\(z)), 因而 UNVN (AUB)VMz))= 二 名 ,- 故 xzE (4UB)'.z EE {zr) 是 明显 的 . 
反之 , 设 算 子 A 一 A' 具 所 述 性 质 , 则 可 验证 4 = 二 A U A' 满足 闭 包 公理 ,因而 在 X 上 有 唯一 
拓扑 + 使 互 恰 为 4 的 闭 包 . 若 zx E€ A', 则 xz E€ (4NM{z))U {xz))' = (4\{z}) CANZT; 反 
之 ,车 zeE ANz) = 二 (AN(z)) U CAN{z))', 则 zz EE (CaNtz)) = A', 这 表明 xz € A' 叶 zr € 
A\{z), 即 4' 恰 有 4 的 导 集 . 

35. 如 设 匀 = (1,2,3} ,t= (X,O,(1,2)},A = 二 (1), 则 4' = (2,3},A"= {1,3} 区 A'， 
4' 二 {2,3} 不 是 闭 集 . 

36. 由 A'CCBCA 推 出 B' CA'CB, 因 而 B 为 闭 集 . 

37. 注 意 zE 4" 允 zEE4zeE4 zeE4Nz) 用 2.1 节 式 (33). 

38. 取 zone 4, 使 gz) 一 diam 4 -> 吕 ), 这 推出 

diam A < diam A. 
39. 若 yE B,(z), 则 有 序列 (y,} C B,(z),y, 一 y,， 于 是 
d(y,x) dy,ys) TT dy rT) dy,y) rr 0), 

这 推出 d(y,z) 声 r, 即 y € B,(z). 可 能 有 B,Cz) 关 B,(z), 例如 设 4d 为 离散 度量 , 则 {zx} = 
Bi(z) 关 Bi(z) = X( 设 XX 不 是 单 点 空间 ). 

40. 车 1x : (XX ,rT) 一 (X,T,) 连续 , 则 必 f= zt == 2*， 

41. 仿 题 40. 

42. 设 生 非 离散 空间 , 则 有 x € X,{z) 不 是 开 集 .以 了 记 {z) 的 特征 函数 , 则 {f > 0) = 
{z} 不 是 开 集 ,因而 了 E CCX)， 

43. 设 名 是 Fz 的 邻 域 子 基 . 车 下 在 z 处 连续 , 则 必 有 FF"! 多 CC NH, (用 命题 2.2.20i)). 
反之 ,车 i! 久 必 Ni, 则 FAN,HFF-1GB+B3, 放下 在 xz 处 连续 (命题 2.2.2(iii)). 

44. 考察 例 2.1.10(vi) 看 出 “ 当 z 一 zo 时 Fr>Fro ”VVE Np,3UE Ne :PUC 
V ,后 者 正 等 价 于 下 在 xo 处 连续 . 

45. 若 下 连续 , BCY, 则 2F-1B) = 二 FiBN FIiB CF1BNF-'B = 了 F-!1(9B); 反 
之 AF-1B) CF-1(9B) > FIB = FBU aAF-'B) CR 

.46. 只 要 注意 以 下 事实 :YbE R, 有 

(< 站 = Uf <a), {f>0) 一 电信 > 人 

47. 了 在 过 处 连续 铺 当 z 一 工时 依 上 拓扑 有 /zs) 天 xz) 全 当 z>z 时 limf(z,) < 
f(x) (用 题 18). 此 条 件 满足 时 说 f 上 半 连 续 . 

48. 了 在 工 处 连续 局 当 z 从 右边 收敛 于 zz 时 Fz,) 一 FCz) 台大 在 z 右 连续 ;g 在 z 一 
0 不 连续 ,关连 续 . 

49. p: RR>R, uv >ut vp: RI>R,(uv) >u5F: X>R,r— (f(r),g(7r)) 
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均 为 连续 映射 ,因此 了 十 & 二 p。F 与 fg = Jy。 下 均 连 续 . 

50. 设 (zs) CX 是 一 个 网 , x -> xo。E€ X.Ye 之 0, 取 定 i, 使 得 |f.(x) 一 f(x)| 天 

e(YV EX). 取 o, 使 当 a 守 a 时 |fi(zo) 一 f(zo)| 二, 则 当 a 之 oo 时 有 
|[f lz) ~— fr) Elf zr) — fx) fir) 一 六 (zol + [fx0) — flzo)| 
<e+ e+e= 3e. 

51. 设 f 汶 f, 即 Ye 汪 >0,IJ torVi 之 torV XEX, 有 ad(fi(z),f(z)) 之 e, 则 性 ECCX， 
Y). 证 法 如 同 题 50. 

52. 注意 FA’ 一 (FA)'(A CX). 

53. 若 下 是 连续 满 射 , 则 VY BE ry, 有 GB = GF(F-1B) € tz; 车 G 是 连续 单 射 , 则 VY 4 
E rx, 有 FA 二 G71(GFA) € ry. 将 “ 开 ” 改 成 “ 闭 ”, 结 论 仍然 成 立 . 

54. 任 给 区 间 4 二 (a,6),f(4) 是 S 上 一 段 不 含 端点 的 弧 , 必 为 开 集 ,因而 了 为 开 上 映射 . 
其 次 令 B= {2n7 十 1/n:nE€N}, 则 B 为 闭 集 ,而 f(B) = {ew”*:n EN} 以 1 为 极限 点 , 因 
而 非 闭 集 , 故 f 不 是 闭 映射 . 

55. 下 非 开 映射 : FR? = R XR+ 即 非 开 集 . 下 是 闭 映射 : 设 BCR’ 是 闭 集 , (zx,y) € FB， 
则 有 {zyys)} CB, 使 Zz 一 zx,|y,| 一 y. 可 设 {y,) 的 子 列 {y), 使 yy 一 y (或 y, 一 一 y， 
这 种 情况 是 类 似 的 ), 于 是 (z,y) = lim(rn sy%) € B, lz,y) € FB. 

56. 只 要 说 明 f 映 每 个 开 区 间 为 开 区 间 . 

S7. 显然 4"CS 因 4"C4 且 4" 是 相对 开 集 , 故 4"C 4, 因此 4° CS nm 4i. 其次， 
sn4=U 人 Snsny:yrerSsnycCa4) 
CU{V:VEeEmVCA}= 4°. 

58. 4=SNANMSACSNANA=SNaA. 

59. Y xE A, 有 zxESNAzICA\z), 故 AiCSNA4'. 反 之 , 若 z+ESNA4', 则 
TESNA\z), 故 xzE€ 4?. 

60. 设 YrxEX,V, 是 z 的 开 邻 域 , FIV, €E CC(V,,Y), 于 是 由 拼接 引 理 2.3.4 有 FE€ 
CCX,Y). 

61. 注意 二 U?A4%,F|A%. € C(A°,,Y)(n 之 2), 因而 可 用 拼接 引 理 2. 3. 4. 

62. 设 ZEV= 由 PEVEViE TT , 则 zi eV 于 是 有 BE Bi ,使 xz € BCV， 从 
而 z EN Pi'B ABCV,BE %'. 

63. 设 iEV= []'Vi,Vi€E sr, 则 有 Bi EB, 使 x;€ BCV,, 从 而 x€ TB 人 ABC 
V,BE SB. 

64. 考虑 P:R 一 R,(r,y) 一 7X ,A 二 {(z,y)ER?:zy 一 1,7,y 这 0} 是 闭 集 ,但 Ph = 
(0,co) 不 是 闭 集 . 

65. AA XB)=AXBN(GAXB =AXBNGAXIIUKXB) = (nn 还) 
xB)UCGAx BNB))= (4 x BU A x 8). 

66. 任 取 基 开 集 了 = 站 PIV。 吉隆 VV E(kSn), 必 有 xzEX, 使 x EVi(l 艺 
kn), 当 i 关 记 ,时 zi 二 , 故 x EV 站 4, 这 表明 A 二 XX. 

67. 任 给 网 ((z,,y)}C AXB 与 (zx,y) € A XB, 无 论 是 依 A XB 中 的 积 拓扑 ,还 是 依 
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A XB 在 XXY 中 的 相对 拓扑 ,都 有 
《Zi 一 (TN) OO I> X,Y y. 

68. R? 的 积 拓 扑 有 拓扑 基 儿 = {[a,b) X [c,d) :apcdER)YZzER, (CC 一 Z)) 一 
SN (zz+1) Xx[—z, 一 xz 十 1)) 是 S 中 的 相对 开 集 , 故 S 上 的 相对 拓扑 为 离散 拓扑. 

69. 若 久 是 离散 空间 , 则 X; 看 作 X 的 子 空间 必 为 离散 空间 . 要 使 关中 的 单 点 集 为 开 集 ， 
除 至 多 有 限 个 例外 ,X; 是 单 点 空间 . 任何 有 限 个 离散 空间 的 积 空间 显然 是 离散 空间 . 

70. 用 题 69 或 直接 证 明 . 

71. 因 B+ 二 XX 且 B8 对 有 限 交 封闭 , 故 6 是 拓扑 基 . 因 B88 包含 了 积 拓扑 的 基 开 和 集 , 故 箱 拓扑 
强 于 积 拓扑 . 车 Vi € rn， 且 其 中 有 无 限 个 Vi 是 X; 的 真子 集 , 则 V = ]] V; 必 非 积 拓扑 的 开 
集 . 

72. 令 多 =U Friti, 则 以 多 为 子 基 在 Q 上 生成 一 拓扑 7, 它 就 是 上 使 每 个 FF 连续 的 
最 小 拓扑 . 

73. 设 BCZ, 则 (GP)-IBErw 人 G1IBEWOBEL. 

74. 设 BCZ, 则 GT'IB Etw>(GF)"'BErm>BEr. 

75. 设 VCB. 若 A (从 而 B) 是 开 集 , 则 F-'VErm 二 >F VErm>VEr>VEr. 
车 A (从 而 B ) 是 闭 集 , 则 FIV E tw 之 A\FT'V =FICBNY) 是 4 中 的 闭 集 一 F CBNY) 是 
中 的 闭 集 二 B\A 是 Y 中 (也 是 B 中 ) 的 闭 集 二 VE€ rp. 

76. 分 别 以 P :六 一 X/ ~ 与 Q:Y 一 了/ 心 记 商 映 射 , 则 G 合理 定义 且 满 足 GP 一 QF. 
以 QF E CC(X,Y/ 盖 ) 代 定 理 2. 3.10(ii) 中 的 得 G €E C(X/ ~~,Y/ 之 ). 车 下 是 商 映 射 , 则 
QF 为 商 映 射 , 因 而 G 为 商 映 射 ( 用 题 74). 若 xz~z 镶 FrcFz, 即 Pzr= Pz 吕 QFzr = QFz， 
则 G 是 同 胚 (用 定理 2. 3. 12). 

77. 首先 从 直观 上 断定 商 空间 是 球面 8$:. 然后 构成 

F:S! XJ 一 SCery) 一 (coszsinfryysinzsitnryyCOsSTy)， 
则 下 是 商 上 映射 ,FCS! x (0)) = (0,0,1),F(S! Xx {1}) = (0,0, 一 DD. 
78. 相当 于 规定 (0,y) ~ (1,1 一 y) (0 二 y 志 1), 于 是 
X/~={(z,y) :0<r<1,0RyE1) 
U {{C00,9),(1,1 — y)}:0&yE1). 
X/ ~ 的 一 个 直观 模型 就 是 Mobius 带 . 

79. 由 T? 的 构 作 可 知 , XX = J XJ 的 两 对 对 边 分 别 粘 合 得 到 T? 的 一 经 圆 与 一 纬 圆 . 将 二 
者 粘 合 成 一 点 相当 于 将 X 的 周边 粘 合成 一 点 ,所 得 为 球面 S7. 

80. 首先 注意 J X J 衬 [ 一 1,1] X [一 1,1] 会 R. 每 个 zE RN0} 均 可 唯一 地 表示 成 
工 一 tz,0< 委 1z6E 9R, 定 义 f(iz) 二 tz/1z|,f(0) = 0, 则 f/f:R>B? 是 一 个 双 射 ,只 要 
证 连续 .车 zs, 一 0,z, € 3R, 则 必 习 0, 因而 jc) 一 0. 若 bz 一 经 天 0, 则 有 加 一 
下 人 一 zx CoaR, 由 过 二 tz' 得 1 二 ,z= 二 zz ,— 故 志 一 1,z, 下 z，, 因此 f(t.z,) 一 (iz). 

81. 定义 玉 : R* 一 B,z 一 Zz/(1 十 |x1), 则 下 连续 .由 Fz 二 yy 可 队 一 地 解 出 x == y/(1 一 
yD), 故 F711:B->R",y 一 y/(1 一 |y|) 亦 连 续 ,因此 ff:R" 实 上 B. 


82. zz 平面 上 的 轩 (x 一 2) 十 xz? 二 1 绕 z 轴 旋转 一 周 得 到 环 面 (Yzx? 十 y? 一 2)? 十 z? 
二 1, 将 其 记 为 R,R 可 表 为 参数 方程 ; 
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r=rcos2n0, y=rsin2n0, (Cr 一 2) 十 zz 一 1， 
其 中 0 委 和 8 委 1,1 和 > 委 3. 定义 
F:J XJ R, (0,t)— (r(t)cos2n0,r(t)sin2n0, z(t)), 
其 中 
4 十 1，0 志 1t 志 1/2， 
5 一 4，1/2 委 上 魏 ]1; 


ww {a 0<t1&1/2, 
zt) = 


~ VG 2 8, 1/2<tel. 

则 下 是 商 映 射 , FC0,t) = 二 (1,t) ,FC60,0) = FCO0,1), 攻 TT? 实 RR. 

83. 由 GF 为 单 射 推出 FF 是 单 射 . 任 给 网 {z,} CX 与 TEX, 有 Zz 一 T= Fzr—>Fr 守 > 
GFzxt 一 GFz 访 zt 开车 G 为 双 射 , 则 下 亦 为 双 射 ,因而 与 G = 〈GF)F-: 均 为 同 胚 . 

84. 令 Z= 二 久 U (Y\FX),F :XX 一 了 是 一 拓扑 嵌入 . 令 
Fz, z 人 EX， 
Z， z € Y\FX, 
则 G : Z 一 了 是 一 双 射 , rz = G7'ry 是 Z 中 的 一 个 拓扑 , 依 此 拓扑 G 为 同 胚 . 因 GIX=F:X 
兰 FX, 故 和 是 2Z 的 子 空间 . 

85. 设 Q: XX XY 一 了 是 投影 , 则 下 = QG. 若 C 连 续 , 则 已 连 续 . 若 下 连续 , 则 C 一 (lx， 
五 ) 连续 (用 命题 2. 3.7(vi)). 任 给 网 (z CX, (xz,Fz) 一 (xX,Fz) 坊 x 一 工 , 可 见 G 为 拓扑 
振 入 . G 为 拓扑 内 入 亦 可 由 以 下 事实 推出 : 设 己 :XXXY 一 和 是 投影 , 则 PG = 1x,GP = 
lorr. 

86. 设 二 (7z,) EX, 有 ,是 Zr 的 可 数 邻 域 基 , P, : XX 一 X, 是 投影 , 则 U Pi' 名 .是 zz 的 
可 数 邻 域 子 基 . 

87. 取 xz 的 可 数 开 邻 域 基 {V.}, 可 设 {V,) 是 一 降 列 , 取 zx; € Vi (4\(x)),z, € 
CVoMz1)) 站 (ANMz) ,zr EE (VN\Mzo… zr)) 由 (4A\Mx)), 则 (zs) 即 为 所 求 . 

88. 取 可 数 拓扑 基 (B.), 令 1 一 {iEN:3AE.xy ,使 BC A),Y iE€17, 取 定 A;€ .2 ， 
使 BC4, 则 家 = {hi:iE7) 是 -wx 的 可 数 子 族 . VY z EXX, 有 A4AEex 使 zE€ A4; 于 是 必 
有 Bi 使 +z E€ BC 4, 从 而 zx € hi. 这 表明 2* = X. 

89. 否则 V ze 4, 有 的 开 邻 域 V,, 使 V, 门 (4\(z)) 是 可 数 集 . 因 4 作为 XX 的 子 空间 
是 第 二 可 数 的 , 故 有 可 数 个 zx; € A, 使 得 A CUV, (用 题 88), 令 B= {zi}, 则 

可 数 集 =U (VN (CO4Nz7) 二 CU)n (4\B) = A\B = 不 可 数 集 ! 

90. 设 妥 是 一 可 数 拓扑 基 ,Y AE xy, 取 BE 多, 使 加 关 BC A4, 则 得 一 单 射 x 一 马 ， 
故 er 是 可 数 族 (用 定理 1. 1. 8). 

91. 设 名 是 一 可 数 拓扑 基 . VY x EX, 必 有 B-E 多 ,zx € B,, 使 B, 是 可 数 集 . 这样 的 B， 
仅 可 数 多 个 且 覆 盖 多, 故 六 可 数 . 

92. 因 对 任何 无 限 集 4 忆 XX 有 有 轧 二 XX, 攻关 可 分 .车 多 是 可 数 集 , 则 XX 中 仅 有 可 数 个 开 
集 , 故 匀 是 第 二 可 数 的. 车 义 不 可 数 , 则 XX 不 是 第 一 可 数 的 : 设 V, 是 xz 的 可 数 个 邻 域 , 则 4 
二 UV 是 可 数 集 , 故 有 非 空 有 限 集 BC A,V = {z) U B' 是 zz 的 一 个 邻 域 ,VV,(V nE€E 
N). 
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93. 若 和 是 可 数 集 , 则 和 是 离散 空间 , 且 必 可 分 . 若 和 非 可 数 集 , 则 X 必 非 离散 空间 ; 
有 二 XX 过 A 不 可 数 , 故 X 不 可 分 ; X 不 是 第 一 可 数 的 ,其 证 法 同 题 92. 

94. 第 一 可 数 性 :每 点 xz E R 有 可 数 邻 域 基 {[z,z 十 1/n]: n EN); 可 分 性 ; 右 二 只; 非 
第 二 可 数 性 : 任 给 可 数 族 {[a.,6,)}, 取 a € R\a,), 则 [a,a 十 1) 不 是 {[a,,6,)) 的 任何 子 族 
之 并 ;R’ 的 不 可 分 子 空间 :如 5S = {(zx, 一 z) : x € R} (用 题 68). 

95. 用 定理 2. 4. 7(ii). 

96. 4 = (0,1)? 是 BC(Q) 中 的 不 可 数 集 , 当 z,yE A,z 关 y 时 d(x,y) = 二 1. 若 = 
BCQ), 则 有 一 个 单 射 4 一 B,B 必 为 不 可 数 集 . 

97. 因 X。 中 含 co 的 唯一 闭 集 是 X。, 故 TS5y 一 X。,X。, 是 可 分 的 . 若 X 有 可 数 拓扑 基 
多 , 则 {BU (co) : BE 多 } 是 X. 的 可 数 拓扑 基 . 

98. 取 X, 的 可 数 稠 集 4,, 固定 a= (a,) € [4,, 令 4= {z= (zx,) € [[ 4.: 除 至 多 
可 数 个 例外 z, 一 a,}, 则 4 是 可 数 集 .车 V = [TV: x ]] ,Xj 是 X 的 非 空 基 开 集 , 则 有 z 
一 (Zi), 使 当 i 和 nn 时 zi EV 站 4,j 之 nn 时 zj 二 aj, 于 是 xE ANV. 故 有 A=X. 

99. F: (0,1}° Xr = (7) 一 DD) 27:/3. 


100. 设 B 为 开 集 , 则 2T1B=ATIB 汪 AN B= B=X( 用 题 24). 

101. 车 与 y 由 令 域 U0 与 V 分 离 ,; 则 yED. 反之,yED0=3VEN,:UNV=. 

102. 对 = 用 归纳 法 . 设 Ti E Ns (1 才 i 之) 互 不 相交 ,n 之 1. 取 U;€ Ns ,WiE€ AN ， 
使 U; 由 W;= COSi<HD, 令 A =VNUUQSi<HD),A,= 人 Nw, 则 4 ,A 1 A, 
互 不 相交 . 

103. 只 要 指明 ; VY x € X,{x) 是 闭 集 ,这 由 题 101 推出 . 

104. 只 要 指明 : 闭 集 族 = 2*, 用 题 103. 

10S. 若 X 是 离散 空间 , 则 ({(z} : x € X} 是 互 不 相交 的 无 限 开 集 族 . 车 XX 非 离散 , 则 有 z 
EX'. 取 z 闫 工 , 以 开 集 Vi 与 0, 分 离 z1 与 x; 取 zzE€ UNMzx), 以 开 集 V; 与 U, 分 离 zxz 与 
Z， 可 设 了 :,U: C Ui. 如 此 作 下 去 得 到 互 不 相交 的 非 空 开 集 列 {V.,}). 

106. 车 VE NH 只 会 4 中 有 限 个 点 旦 = {zi,zz…zo}, 可 设 世 ,7 是 开 集 , 则 VNB 
是 z 的 开 邻 域 , (A\{z})) 由 (V\B) = 个, 与 zE 4' 矛盾 ， 

107. 只 要 证 (zx)' = 人 ( 参 考题 34). 车 y 二 {zx})', 则 必 y 关 x (用 题 34), 这 与 x,y 可 邻 域 
分 离 相 矛盾 . 

108. 若 4' 与 有 是 互 不 相交 的 非 空 开 集 , 则 和 = 4 U B 是 有 限 集 . 

109. 若 4 与 是 互 不 相交 的 非 空 开 集 , 则 和 X 一 4UB 是 可 数 集 . 

110. 因 X= XX ,Xi, 故 只 要 证 : 若 X 二 Y X Z,Z 是 T, 空间, 则 Y 是 X 的 闭 于 空 
闻 . 取 定 z。E€ 2Z, 则 Y 了 一头,y 一 (y,zo) 是 一 拓扑 嵌 人 . 若 (yzo) 一 《yy,z)，, 则 必 yy 一 yyzo 一 
z (用 2Z 为 T; 空间 !), 因 而 Y X {zo}( 实 Y) 是 X 的 闭 子 空间 . 

111. 若 Fz 了 关 Fzrs, 则 z 关 zz; 设 U,V 是 分 离 zi 与 zx; 的 开 集 , 则 FU 与 FV 是 分 离 Fz 
与 Fx; 的 开 集 . 

112. 9 会 (F,G)E C(X,Y XY), 故 4 二 yg :4) 是 闭 集 ( 用 命题 3. 1. 2). 或 用 以 下 证 法 : 
若 zE4, 则 有 {(z)C4, 使 二 zx, 于 是 Fz = Gr 一 Fr 一 CGxz( 用 连续 性 与 极限 唯一 
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性 ), 故 xz € 4. 

113. 用 上 题 . 

114. 设 xz,y EX 不 可 邻 域 分 离 ,，{U.) 与 {V,) 分 别 为 zx 与 ?的 下 降 的 邻 城 基 , 取 EU。 
NV 则 zr Xz > y. 

115. 取 之 的 下 降 邻 域 基 {V.)}. 令 Bi 二 Vi; 取 z 的 闭 邻 域 A41CB, 取 ns1, 使 VC 
41, 令 Bs 二 Vi, 则 据 CC Bi. 如 此 作 下 去 可 得 所 要 的 {B.}. 

116. 当 2r = d(z,y) >>0 时 UCz) 与 U,(y) 分 离 z 与 ysUCz) 不 能 含 z 的 任何 闭 邻 域 . 

117. 令 了 = 门人 :VE-j). 显然 4C5. 若 zeE4, 则 由 正则 性 有 YE -4 使 z 全 
V, 因而 z 世 6. 这 表明 BC4, 故 4= 有. 

118. 若 所 述 了 存在 , 则 由 (z) =mytf> 1 一 1/n) 得 出 (zj 是 开 集 的 可 数 交 .反之 , 设 
{z) 二 门 PV.,V, CX 是 开 集 ,不 妨 设 V = 4, 且 {V,) 是 一 降 列 . YaE N, 取 f/f.€ CCX)， 
使 得 {xz} < 六 <V 则 /人 >) ”27"f.E€ COX,),f(z) 一 1,f(4)==0. 车 y EX\{z), 则 
I3nE€N, 使 yEV,, 从 而 f(y) = 0,f(y) 二 1. 故 {xz} = 广 1(1). 

119. 任 给 R* 的 基 开 集 V = {f € R*; f(z) € 6.( 二 i 之 n)}),z; € XX 互 不 相同 , 6;C 
R 是 开 区 和 间 . 取 r; E63 取 f EC(X), 和 使 fi(zi) ==7i,fi(z)) 二 1G 关门, 则 

f= [lfevn 人 ces). 

120. X 是 XXXy 的 闭 子 空间 (用 题 110). 

121. 设 /= (f1),f;E€C(A4) 有 扩张 g; EC(X), 于 是 g = (g;) €E CC(X,R") 是 和 了 的 扩张 . 

122. 若 4 为 紧 集 , B 为 闭 集 , 则 4 门 B 是 4 的 相对 闭 子 集 , 因 而 为 紧 集 . 若 4= 门 4,, 每 
个 4 是 紧 闭 集 , 则 4 是 闭 集 , 4 作为 4, 中 的 闭 集 必 为 紧 集 .考虑 X 一 R x {0,1},{0,1} 中 用 
平凡 拓扑 , 4 二 (C0,1] Xx {0}) U {C0,1)},B = ([0,1) Xx {0)) U (C1,1)}, 则 4,B 均 为 紧 
集 , 但 4 门 B = (0,1) x {0) 不 是 紧 集 . 

123. 设 未 是 紧 集 . 若 4=U 4 是 有 限 并 , 则 因 气 =U 4A; 是 紧 集 , 故 4 是 相对 紧 集 . 若 4 
二 们 4; 是 任意 交 , 则 由 A CCN A; 及 人 \ 4 为 紧 集 推出 有 4 为 紧 集 . 

124. 不 妨 设 x ,U 在 紧 空间 XX 中 (否则 用 某 个 4E .近代 X) 因 玉 n (站 x) = 何故 
必 有 有 限 族 久 尺 .x ,使 U' 由 (NN 多) = 2 (用 定理 3.2.2Gii)), 于 是 则 多 CU. 

125. 设 x 是 XX 的 开 覆 盖 , 取 AE xy, 设 和 = {riz2y… ,TX,), 取 A1E x91 使 zx;E€ A(l 
二 7 和 四， 则 (4,4…4。) 覆 益 XX. 

126. 取 可 数 集 {zx,) CX, 令 4.= {zi :上 之 n}, 则 A, 是 有 限 相 交 闭 集 族 ,而 们 4, = 儿 . 

127. 若 KK* 关 名 @, 则 KK 包含 一 个 枯 开 集 V 二 败 PFIVioVV 是 Xi; 中 的 非 空 开 集 . 若 i 关 i， 
fi 则 X; 二 PiK 是 紧 的 . 

128. 用 命题 3. 2. 5(i). 

129. lx : (X,r) 一 (Xrm) 连续 , 且 为 闭 映 射 (车 (XX,r) 是 T, 空间 ). 

130. FF : 久 -> FX 是 连续 闭 映 射 . 

131. 不 妨 设 开 = X. 取 开 集 D 与 Vi 分 离 闭 集 U' 与 V, 则 A 二 UiCU,B=ViCV,， 
K=AUB. 

132. Y 《a,b6) E A XxX B, 取 a 的 开 邻 域 Uw 与 6 的 开 邻 Vw, 使 Us XVwCW. 固定 6€ 
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B, 取 有 限 个 a; € 4， 使 4CUU。 全 Us， 则 大 全 门 :Vos 是 5 的 开 邻 域 ， Us X VCW. 取 有 
限 个 bE€ B, 使 BCUjV。 AV, 则 UU 会 站 Us 是 4 的 开 邻 域 ,U XVCW. 

133. 取 4 = {zo) 与 B= 了 可 从 题 132 推出 . 亦 可 仿照 题 132 的 证 法 直接 证 明 ( 更 为 简 
单 ). 

134. VY a € 4, 取 开 和 集 U。 与 V。 分 离 a 与 B. 取 有 限 个 a;€ A, 使 ACUDU, AU, 则 U 
与 Vy 人 1,V。 是 分 离 4 与 B 的 开 集 . 

135. YaE 4, 取 f。ECCX), 使 fla)=0,f.4B) 二 1. 取 有 限 个 a;€ 4, 使 4ACU({f, 
三 1/2}, 令 f= minf。, 则 ECCX),f1(4) 一 1/2,f(B) = 14 与 召 可 函数 分 离 ( 用 引 理 
3. 1. 10(ii) ). 

136. 用 题 132 的 证 法 . 

137. 设 下 连续 , (zx,y) €E 上, 则 有 了 网 {z) CX:(z,Fr)—> (ry) = (zx,Fr) 
E G. 反之 , 设 下 不 连续 , 则 有 网 {zx,) CX,z 一 EX, 但 Fz, 隐 Fzx, 不妨 设 有 VE 
NresFz EV. 取 子 网 {zo), 使 Fr, 一 yEY, 则 Zz 一 rz,Fr, Fr,(r,y) € CNGC,G 不 
是 闭 集 . 

138. Vo € R,(Pp>> al 一 Uver(7Gy) > oa) 是 开 集 .只 要 证 {9 之 oa} 是 闭 集 ( 用 推论 
2.2.4). 若 zE (9 写 Q), 则 有 网 {zi} C {9 之 o) ,Zi 习 Zx; 取 yEY, 使 f(z,,y,) 之 a. 不 妨 设 
yy 则 f(z,y) 之 &y 从 而 97) 守 az € {9 之 a). 


139. f(X) CN 全 FCX5 是 明显 的 .车 yE 站 OFCXJ, 则 Y nE N,3 和 之 ,zs EX， 

使 LA (zs 一 ?| < 1/n. 取 (zx,) 的 于 网 {zw), 使 zw 一 z EX, 则 
ly—fOOIE Iy— friOFt Hifi (ze) ~ fz)| + 1f(zr) — f(z) > 0. 

140. VY rE XX, 取 z 的 开 邻 域 V, 与 f. € F, 使 f:IV, = 0; 取 有 限 个 xz;€ XX, 使 X= 
UvV,, 则 f= ][f.€F,f=0. 

141. 设 Y 是 义 的 闭 子 空间 .车头 序列 紧 , {zx,} CY, 则 (zxz,} 有 收敛 子 列 (zx) zw 一 工 和 
Y. 车 久 可 数 紧 ,ex 是 Y 的 可 数 开 著 盖 , 则 (Y'} U wx 是 和 的 可 数 开 材 盖 , 它 有 有 限 子 覆盖 
(Y'} U 多, 于 是 YC BZ*. 若 关 序 点 紧 , 4A CY 是 无 限 集 , 则 4' 关 人 ,从 而 4 在 Y 内 有 聚 
点 (用 题 59). 其 次 设 FECC(X,Z). 若 {z.) CC 和 收敛 , 则 (Fz,) 收 化 ;车 弛 性 区 ,F718 覆盖 
X, 则 家 覆盖 FX. 

142. 用 对 角 线 法 选 出 积 空间 中 的 收敛 子 列 ， 

143. 若 fEC(CX), 则 f(X) 是 R 中 的 紧 集 ,其 上 下 确 界 必 属 于 fC(X). 

144. 取 和 中 互 异 的 可 数 个 点 z,, 则 {z,} 必 无 收敛 子 列 ( 用 题 21). 

145. X 是 紧 空 间 ( 用 定理 3. 2.4(iD)). YnEN, 作 xz.EX 如 下 ; VY s== (si) E€ 5, 令 zz,(s) 
二 5. 任 给 {) 的 子 列 {m4}, 总 可 取 sE€ 5, 使 to) 不 收敛, 从 而 {xz} 不 收敛 

146. 设 4 = {zx,} CCX,z, 互 不 相同 . 若 4' = 名, 则 4, 和 {xi :上 宇 n}(n EN) 是 非 空 闭 
集 的 降 列 , 门 4, = @, 因而 XX 非 可 数 紧 ,反之 , 设 {4.} 是 关中 非 空 逆 集 的 降 列 ,不 妨 设 4, 天 
hry 取 X EANAn+4114 = 二 {xz), 则 4' CN 4.. 

147. 若 X 非 可 数 紧 , 则 有 无 限 集 4 = (zh)CX4 = 名, 令 U,==4'U {zr), 则 2 二 
.{U,: n € N} 是 XX 的 无 限 可 数 开 履 盖 , 2 人 NN{U,) 不 覆盖 义 . 
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148. 设 ACXXY 是 闭 集 , (z,,y.) E A4,y, 一 y, 可 设 工 , 互 不 相同 , 则 {z,} 有 聚 点 z， 
这 推出 (x,y) € 4. 

149. 任 给 开 集 V 与 x EV, 要 证 V 含 xz 的 一 个 闭 邻 域 . 取 工 的 下 降 的 可 数 邻 域 基 {V.)， 
则 有 某 个 V, CV, 否则 {V,} U {V') 是 有 限 相 交 闭 集 族 ,因而 了 站 Cn 了) 关 人 ,这 与 {z} 
一 介 Y，( 参 考题 101) 相 了 矛盾. 

150. 设 X 非 可 数 紧 , 则 有 可 数 无 限 集 4 = {z)CX,4' = 人 (用 题 147), 故 4 为 闭 集 . 
定义 f(z,) 二 n(n € N), 则 了 EC(CA). 由 正规 性 ,可 设 AE CC(X),f 是 无 界 的 . 

151. 只 要 证 下 是 闭 映 射 . 设 A4CCX 为 闭 集 , 则 FA 可 数 紧 ( 用 题 141,143) ,从 而 序列 紧 ( 用 
3. 2.100i)). 若 yE FA, 则 有 序列 {z,} CC 4, 使 Fx,->y;{Fz,) 有 子 列 (Fz): Fz 一 Fz， 
xXxEhA, 故 y= 二 Fre€ FA. 

152. Y a € 4, 取 a 的 开 邻 域 V。, 使 4A 门 V。 是 紧 集 , 则 V = UoeaV。, 是 4 的 开 邻 域 .车工 
E ANV, 则 有 网 (zx) Ch:z4 一 xz. 设 zTEV, 不妨 设 {zx} CV, 由 4 门 V。 紧 得 出 z€ 有 4， 
可 见 4 是 V 中 的 闭 集 , 故 有 了 闭 集 FCX 使 A 二 VF. 

153. 取 开 集 V CX 与 闲 集 FCX, 使 Y=VNF, 则 XVNF=F, 故 Y=V 是 开 
集 . 

154. 将 Z 中 的 点 粘 成 一 点 = 得 到 R 的 商 空间 X, 则 投影 了 : R 一 XX 是 连续 闭 映射 . = 在 
X 中 无 紧邻 域 : 若 V 是 z 在 XX 中 的 邻 域 , 则 U = 二 (V\zx) UZ 是 Z 在 R 中 的 邻 域 ,由 此 推出 V 
必 非 紧 集 . 

155. 设 天 , 依 定义 3.2.15, 令 U, 二 K%, 则 X==U UU, CUn,0,C 天 一 U。 相对 紧 . 

156. Vz EX,{X) U {0Q/n,1): 1/n 过 zz} 是 zz 的 邻 域 系 ,每 个 (1/n,1) 是 紧 集 .但 
(1/n,1) 都 不 是 闭 集 . 

157. 由 定理 3. 2.14() 有 紧 集 BCX 使 4CC B*. 当 e 充分 小 时 必 有 VC B° (参考 题 
246), Ye 作为 V 的 闭 子 集 必 为 紧 集 . 

158. 设 X 有 可 数 基 {B,) ,KK, 依 定义 3.2.15. 任 给 紧 集 久 CX, 当 nn 充分 大 时 KCK,, 因 
而 oo € X\K, CX。\K. 由 此 易 验 证 {8.} U {Xs\K,} 是 和 X。- 的 可 数 拓扑 基 . 

159. 用 题 157. 

160. 设 XX 二 UK,,K, 是 紧 集 ; 取 紧 集 L, CX, 使 K,CL,. 任 给 紧 集 KK 己 XX,K 必 被 有 
限 个 工 , 覆盖 ,可 见 {Xw\L,} 是 co 的 一 个 邻 域 子 基 .反之 , 若 {X。\K,) 是 co 的 可 数 邻 域 基 ， 
K, CC 久 是 紧 集 , 则 {oo}) 一 门 (X- KK) ,X=U KK. 

161. 车 存在 如 3. 3 节 式 (1) 的 分 解 , 则 4,B 就 是 互相 隔离 的 非 空 集 . 反之 ,车 X=4U 8B， 
4 与 B 是 互相 隔离 的 非 空 集 , 则 4 站 B= 名 二 ACB CA 二 4 是 闭 集 ; 同 理 B 是 闭 集 , 因 
而 XX 不 连通 . 

162. 只 要 指明 : 4,B 互相 隔离 针 A4 与 8B 在 Y= 4A U B 中 互相 隔离 ,为 此 注意 

(YNANB=ANE. 

163. 令 Y= 二 A4UB, 则 4 与 8 在 Y 中 互相 隔离 ( 依 题 162 之 证 ), 于 是 4,B 在 Y 中 既 开 
又 闭 ( 依 题 161 之 证 ). 

164. 考虑 4,B 为 开 集 的 情况 : 

ABN CsNM)CCON5 TTBN A = GG: (A 题 24) 
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同 理 BM mn (4N8) = 他. 

16$.3S=( na4)UCGSnaB);4 与 了 互相 隔离 二 Sn4 与 SB 互相 隔离 一 SnA 
= 他 或 SnB= 人 > 了 C5 或 SC4. 

166. 对 B= 二 4 应 用 题 165. 

167. 开 集 U,V 满足 题 设 条 件 正 相当 于 U,V 满足 3. 3 节 式 (2). 

168. 由 4 连通 与 4= (4mn 8B8) U (4A\B) 推出 4 们 B 与 4\B 不 隔离 , 故 

GLANMNBN ABIU ANBNAB)CANB. 

169. 设 A4=CUD,C,D 是 非 空 不 交 闭 集 , 4 站 BN DPD 关 名 , 则 4 由 BCD (用 题 
166), 于 是 二 CU (DU B),C 与 DU B 是 不 交 闭 集 , X 不 能 连通 . 

170. 取 定 xz。E€ X. 若 XN{zo) 连通 , 则 令 A = {zo),B = X\{zo) .车 XX\{zo) 不 连通 , 则 
有 互 不 相交 的 非 空 开 集 U,V, 使 得 X\{zo} =UUV. 令 A4=UDU (zo),B==VU {zo), 则 
X=AUB,4 关 8,4 与 B 是 闭 集 , 4A 门 B= (zo), 故 4,B 均 连通 (用 题 169). 

171. V fEC(A),J; 二 f(A41) 是 区 间 , f(4) 是 两 两 不 隔离 的 区 间 J 之 并 ,必定 是 一 个 区 
间 . 

172. 归结 于 证 明 ; 若 Jo,J1,… ,J 是 区 间 , J 与 Ji+i 不 隔离 , 则 U J; 是 一 区 间 . 这 可 对 n 
用 归纳 法 证 明 . 

173. 设 ECX),apeEAGX),a<8. 取 zyEX, 使 Fz)=af(y) = PB; 取 连通 集 
ACX, 使 x,y € 4, 则 [a,8]CCf(4) CfA(X), 这 表明 f(X) 是 一 个 区 间 . 


174. 注 意 (XX VA XB)= (yx x {y))U (Wt x Y), 用 题 172. 

175. 设 A 依 题 66, 只 要 证 4 连通 . vy Ty € 4， 有 人 (人 C 了， 使 当 1 所 (人 
时 zz 一 yi 二 zz? 于 是 {z,y} CITL'X, x J (tz) 储 了 7X ,然后 用 题 173. 

ed Wt 

176. 车 关 不 连通 , 则 有 既 开 又 闭 的 非 空 真子 集 4CCX. 取 yo,yi EY,yo 关 yy1; 定义 (4) 
一 yo f(A‘) = yi: 则 f € CX,Y). 

177. 车 ECCX), 则 fA(X) 是 可 数 集 , 因 而 是 单 点 集 .车 XX 是 度量 空间 ,a € X,f(z) = 
dlxz,a), 则 f(x) 三 0. 

178. 设 4CX 是 既 开 又 闭 之 集 , 则 或 4 = 吉 ,X, 或 4 与 4 均 有 限 , 后 者 为 不 可 能 . 

179. 类 似 于 题 178. 

180. 若 rz,yE 4 ,xz 关 y, 取 直线 LCR"\r,y},YV z EL 上 ,线段 [z,zj 与 [z,y] 构成 一 
个 连接 zx,y 的 连通 集 4A,, 这 样 的 4. 有 不 可 数 多 个 ,其 中 至 少 有 一 个 4. C A 

181. 即 证 RAQ" 连通 , 见 上 题 . 


182. 该 集 可 写成 {(U CR x {(?))) U (Uz) x R)), 用 定理 3. 3. 3GD)， 
yEQ EQ 


183. 参照 题 180 的 解法 . 

184. 4C4UBC4=4U(C0OXR),4 连 通 (用 定理 3. 3.3()). 

185. 可 设 式 紧 , 因 而 正规 ,每 个 4 E .or 连通 且 -or 二 7'. 令 A = 站 1f EC(40)， 
证 f(A4。) 为 区 间 ,可 设 Ae CC(X) (用 定理 3.1.16). 设 z,yE 4of(z) 一 a<c<8= f(y). 
因 Y AE wy ,[a,bjCCf(4), 故 A AANMf-'(c) 是 非 空间 集 , 且 (4 :4E x) 有 限 相 交 ， 
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故 存在 一 点 z En (4 :AE x), 必 有 zE€ 4of(z) = 5 
186. 设 C= 4UB,4,B 是 不 交 的 非 空 闻 集 , 则 有 开 集 U,V 分 离 A4,B. 由 们 -x CUU 
了 推出 有 无 E wx, 使 ECU UV, 这 推出 ENUE .wy ( 设 TE 4), 从 而 CCUI. 


187. 设 A=RX {0,B=RX {1),L = tn) XIX =AUBU (UL), NX, 
二 4 U B 不 连通 . 

188. 若 4 是 有 限 集 , 则 必 是 离散 的 ( 题 104) ,因而 是 单 点 集 . 

189. 车 zoziE 4, 则 必 有 ECCX),f(zo) = 0,f(z1) = 1. 因 f(4) 是 区 间 , 故 [0,1] 
C f(A),A 必 不 可 数 . 

190. 若 zo,xz1E€E A, 则 有 ECCX):(zo) 达 f< (CAN{z1)). 因 f(4) 是 区 间 , f(zo)=1， 
fz) 二 0, 故 [0,1j CC f(A4),A 必 不 可 数 . 

191. 否则 XX 是 连通 开 集 ,从 而 是 不 可 数 集 ( 用 题 190). 

192. 只 要 证 : 若 c 是 f(R") 的 内 点 , 则 4= 广 :(c) 必 为 不 可 数 集 .车 4 是 可 数 集 , 则 A' 连 
通 ( 用 题 180), 但 f(4') = f(R")\{c) 是 不 连通 的 ! 

193. 用 题 192 的 证 法 . 

194. 取 zo,x1 E E€ XX. 由 正规 性 ,有 AECCX,J), 使 f(zo) ==0,f(z1) ==1. 因 fC(X) 是 
区 间 , 故 必 fA(X) = J. 

195. 设 也: R" 一 及 是 一 拓扑 嵌入 . 取 z € R",y; 二 f(z) (i 二 1,2,3) ,使 yi 过 yy 过 yy 
R"\{zs) 是 连通 的 ( 题 180) ,但 A(R")\{yz) 不 连通 .车 R" 可 扯 入 SS!, 则 R" 必 可 柑 入 S'\{1} 宕 
R. 

196. 若 c< f(a) 过 d, 则 f(Ca,6j]) = [c,d] 八 {f(a)) 是 不 连通 的 ! 故 必 f(a) = < 或 di 
同 理 f4) = d 或 c. 

197. A,B 均 连 通 . 若 a1,a; € 4,b1,6; € B, 则 (4 X B)\{(al,61)}) 是 连通 的 . 

198. 利用 分 解 S* 二 S$ U SU 赤道 , 5% 与 S* 分 别 为 S" 除去 两 极点 所 得 之 集 . 

199. Y zy EE 义 , 定义 9[0,1)) 二 zx,KK1) = 二 yy, 则 pg€ CC(J,X). 

200. 有 限 补 拓扑 弱 于 通常 拓扑 ， 

201. 连通 性 依 题 184. Y zx € 4,yE 8B,4UB 中 不 存在 连接 z 与 > 的 路 . 

202. 设 X 局 部 连通 ,VE€ -PP 是 Y 的 含 z 的 连通 支 . 取 z 的 连通 邻 域 局, 使 CTV， 
则 必 有 U CP, 因而 PE .NV,. 逆 命题 成 立 的 理由 是 明显 的 . 

203. 设 {Pi: iE€7) 是 X 的 路 连通 支 , 则 了 Pi; 均 为 路 连通 开 集 .车 XX 本 身 非 路 连通 , 则 了 至 
少 会 两 个 元 ,因而 可 分 解 为 两 个 非 空 开 集 的 不 交 并 1 

204. 用 定理 3. 3. 12(ii). 

205. 用 定理 3. 3. 12(ii). 

206. 任何 离散 空间 是 局 部 路 连通 的 ;0 在 4 中 的 任何 相对 邻 域 都 不 是 连通 的 . 

207. X 的 路 连通 性 依 命题 3. 3.7(iD ;点 (0,1) 在 X 中 无 连通 邻 域 基 . 

208. 4 必 含 于 XX 的 某 个 连通 支 P. 因 了 P= 4AU CPM) ,4 与 PNM 均 为 闭 集 , 故 必 PN4 = 
DG,P= A. 

209. 因 (34) = 4 U 4", 故 4 在 (a4) 中 既 开 又 闭 ,因而 可 用 题 208. 

210. 只 要 证 R 中 多 于 一 点 的 集 是 不 连通 的 . 设 4 CR 至 少 含 两 点 zx,y,+ 达 y, 则 A4C 
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(一 ce,y) U [y,00),( 一 oo0,y) 与 [y,ee) 均 为 开 集 且 均 交 于 4, 故 4 不 连通 . 

211. 设 4CR 是 稠 集 , BC 4 至 少 含 两 点 zy 所》 则 必 有 >E4f (zy 于 是 妃 
CC (一 co,z) U (z,co), 忆 是 不 连通 的 . 

212. 设 Pi: XX 一 Xi 是 投影 . PiP; CC P-=>P.Chn PriP。 = ]] Ps; 而 []P; 连通 
>]1IPr. cP.. 

213. 用 题 212. 

214. 设 (P; :i E71 是 XX 的 连通 支 之 全 体 , 4 是 XX 中 的 可 数 稠 集 , 则 YiET, 有 A4ANP; 
天 二 ,I 必 为 可 数 集 . 

215. 若 P= 二 Pyz,z€ XX, 则 zE€ PP,FzE€ FP,, 从 而 Fz € FP,C Pps, 这 推出 Pr 二 
Pp. 车 下 :和 人 YY, 则 Pr = Pr 一 P. = P,. 

216. 设 zEF-PP: 是 区 中 含 z 的 连通 支 , 则 FzeEP, 站 FEP. 而 FP- 连 通 , 故 有 PC 
P,, 因而 Ps CC F-1P,. 

217. 以 P, 记 久 的 含 zz 的 连通 支 , 则 C CCP,( 用 题 186). 其 次 ,VY AE wx, 用 关 CC 
4 站 P., 故 PCA4( 用 题 166), 因 而 已 .CC. 

218. 用 命题 3. 2. 5(i) 与 定理 3. 3. 12Giii). 

219. 注意 X 的 连通 支 构 成 和 的 一 个 开 覆 盖 ， 

220. 注意 XN\(0,0}) 有 4 个 连通 支 ,而 R 除去 一 点 之 后 只 有 两 个 连通 支 . 

221. 由 ad 声 di 二 Bd 推出 : dz 加 ) 下 0 di(zi)y) 一 0 一 co). 

222. 注意 4 与 di 拓扑 等 价 售 Y x E€ X,({B,(z) :r+r> 0}t {Bl(z):r> 0t{B(r):r 
> 0}. . 

223. 用 p 的 性 质 (i)~ i) 直接 验证 4 满足 距离 公理 (DJ) 一 (Dj); 当 有 上 ~ oo 时 dz,y) 
ACA ACE DA 


1/p 
224. 对 wz) = (已 |zil*) 用 题 223. 
225. 注意 |d(z,y) 一 dla,6)| 志 d(xz,a) 十 d(y,6). 
226. lim d(xm ,zx,) 一 0 lim supa zi, zn) = limdiam (zs :k 守 nn} = 0. 
227. 注意 |d (znyym) 一 dCzr,ya) | Sd (zn Tn) + d (ym y:). 
228. 验证 < 为 度量 是 直接 的 . 车 {zx,} 己 BC0) 是 Cauchy 序列 , 则 VY we 人 0;{z,(w)} 是 RR 
中 的 Cauchy 序列 ,于 是 zx,(w) 一 xz(w) E Ri 
d(xzr,T) SR im d (x,, za) > 0 (n— 00). 
229. 仿 题 228 之 证 : 若 ty CY 是 Cauchy 序列 , 则 Y we 8,{y,(w)} 是 基 中 的 Cauchy 
序列 ,于 是 y,(w) 一 y(w) E 义 ， 
d (ys,y) < Fm dy, yn) 一 0 (一 co)， 
230. 指出 是 B(0) 的 闭 子 空间 ， 
231. 对 于 上 距离 公理 只 要 考虑 三 角 不 等 式 ,后 者 基于 易 验 证 的 不 等 式 d(z,y) 委 dzz) V 


a(z,y). 对 于 完备 性 ,车 {x*} CC 和 是 Cauchy 序列 , 则 Yn EN,， 当 AL 充分 大 时 有 六 一 
Xi(l Rin). 、 
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232. 证 充分 性 : 设 Z(zne(w),ze(o)) 广 0, 则 VY wE€E 0,(z,(w)}) 是 关中 的 Cauchy 序列 , 故 

Zi(w) 一 T(w). 然后 用 
sup d(xa(w), zwu)) < Tim sup d (za(w) ,xn(w)) 

推出 xz,(w) 二 zz(w)， 

233. 仿 题 50 之 证 法 ,注意 dz(o),z(oo)) 委 d(xz(w) ,zi(w)) 十 d (zi(w) ,za(wo)) 十 
d(x, CwW0) ,TCw0)). ' 

234. 只 要 证 CCzz) 一 0>di(zi,X) 一 0(z,,X EV). 车 {z,) 是 (V,di) 中 的 Cauchy 序 
列 , 则 有 x EV 使 4(zx,,zx) 0. 

235. 利用 以 下 事实 : diam BCz) 委 2eidiam4<ezE4 一 4CBCz)， 

236. 若 久 全 有 界 , {zx,) CC 是 可 数 无 限 集 , 则 {(z,) 有 Cauchy 子 列 , 因 而 inf d (zn, zx,) 一 
0. 若 生 非 全 有 界 ，(z,) 是 引 理 4.1.8 证 明之 后 半 部 所 给 序列 , 则 inf d(zoyzo) > €. 

237. Ye> 0, 取 ”EN, 使 diam(ze :上 之 n) 之 e (用 题 226), 然 后 用 题 235. 

238. 注意 区 完备 今 XX 中 的 Cauchy 序列 均 有 收敛 子 列 ; 而 Cauchy 序列 必 全 有 界 ( 题 237)， 
全 有 界 序列 必 有 Cauchy 子 列 ( 引 理 4. 1. 8). 

239. 设 XX 完备 , 4A CX 是 全 有 界 无 限 集 . 取 无 限 可 数 集 {xz,) C 4, 则 有 子 列 zx 一 工 E 
, 必 x€ A'. 反之 , 设 基 中 的 全 有 界 无 限 集 必 有 聚 点 , {x,) 己 久 是 Cauchy 序列 ,可 设 xz, 互 
不 相同 , z 是 {zx,) 的 聚 点 , 则 必 有 Zz, 一 工 . 

240. 取 4 半 0, 使 {Bi(z):xEX}<xy. 设 BCX,diamB< 二 4, 取 xE€B, 则 BC 
Bi(z) CC A (对 某 个 A € wy). 

241. 否则 ,Ya € N,3 zyys EX, 使 4(zi,y,) 一 0, 而 (za,yn) EUV. 不妨 设 ZX,,ys 一 工 
EX, 则 (zx,z) € A\U! 

242. 令 f(z) = d(z,B), 则 f ECCX), 于 是 有 a€ 4 使 Fa) = fw， 

d(4,B) 委 da,B) = inf inf d(x,y) = ad(A4,8B). | 

243. 可 用 题 242; 或 直接 证 明 如 下 : 设 d(4,B) ==0, 则 有 a.€ 4,6b,€ B,d(a,,6b,) 一 0. 不 
妨 设 a, 一 a € 4， 于 是 a = lim 6b, € ANB. 

244. 取 aa E A,b EB, 使 d(ai,6) 一 4(4,B). 因 4 是 紧 集 ,不 妨 设 mr 一 aeE A;{b) 必 
有 界 , 故 不 妨 设 6 一 5E B, 于 是 d(a,b) = d(A,B). 4 与 B 均 无 界 时 结论 不 必 成 立 , 例 如 考 
虑 A 二 N,B= {nn 二 1/n:n 人 > 2}. 

245. 用 题 244 或 直接 证 明 . 

246. 仿 题 241 之 证 法 ,否则 有 x, € XX,a, € 4, 使 得 d(z,,a,) 一 0,x, EU. 不 妨 设 4a, 一 
acE4, 则 zx 一 aE4NUI 

247. lx : (XK,d) 一 (Xd) 是 一 致 连续 的 双 射 ,用 命题 3. 2. 5G) 与 例 4.1. 13. 

248. 否则 YLEN,34CX,diam 4 一 00 一 ce) 对 某 组 已，…P (m 与 7 有关 ), 有 
和 站 所 关 信 ,人间 所 == 3 必 有 无 限 个 1 对 应 同一 组 FF，…,F， ,不 妨 设 就 是 FF,F，… ,FF。. 
取 zi; € A 门 FF 不妨 设 zi 一 XEF. 由 44 站 Fj 隆信 与 dam A1 一 0 推出 z EN?Fj, 得 出 
矛盾 . 

249. 用 题 149. 
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250. f(x,y) 二 4d(Fzx,Fy) 在 紧 空 间 X X X 上 取得 最 大 值 . 
251. 取 xoEX, 令 工 , 二 Fritn 之 1), 则 当 m 汪 nn 之 1 时 有 


m—l ml] 
; rd » 
dan) < Pdr) < Pradon) < 2 


可 见 (zx,) 是 Cauchy 序列 . 设 zs 一 了, 则 Rz=z. 车 男 有 y= 二 Fy, 则 d(x,y) = d(Fz,Fy) 志 
rd(zy),， 这 推出 dz,y) = 0, 从 而 工 一 > 

252. 令 f(z) = 二 d(x,Fz), 则 fFECCX). 设 zoEXFGzo) 二 fms, 则 必 有 zxo 二 Fzxo, 否 
则 fCFzo) < 之 f(xo)! 车 zx; == Fzisi 二 0,1, 则 必 zo = zi, 否则 d(zo,z1) 一 CCFzoFzi) 过 
d (xo, XT1)! . 

253. 4 是 疏 集 怠 (4)" = 名 局 A”=X. 车 4 是 琉 集 ,V CX 是 非 空 开 集 , 则 A 站 V 产 
名 ,4” MV 就 是 V 的 不 交 于 4 的 非 空 开 子 集 , 反之 ,车 每 个 非 空 开 集 V 有 不 交 于 4 的 非 空 开 
子 集 0, 则 UC 4",4" 由 nV 关 名 ,这 表明 A" 二 XX. 

254. 若 4 是 闭 疏 集 , 则 4"= 人 ,4= a4 = 94°,h' 是 开 集 .反之 ,车 4 二 WV,V 是 开 集 , 则 
4 是 闭 集 , 且 

A=VNV) = TT NV CVN DTD:=. 

255. (iD> (ii). 设 4 二 UY4,,4, 是 疏 集 , 则 4? 是 稠 开 集 ,因而 名 = (人 47) = 
(mn 4?)“ 恬 4, (ii)>(iii) 是 明显 的 . (iii) 坊 0). 设 V,CX 是 开 集 ,V = 由 V,. 若 了 尖 X, 则 
V” 是非 空 开 集 ,从 而 是 第 二 网 集 , 于 是 Y 二 U Vi 不 是 第 一 纲 集 ,至 少 对 某 个 有 V” 关 2， 
即 V, 关 XX. 

256. R’ 是 第 二 纲 集 ,而 R: 中 的 直线 是 玖 集 . 

257. 注意 第 二 可 数 的 可 数 紧 T, 空间 是 正则 空间 (用 题 148). 

258. 区 可 度量 化 之 每 个 X; 可 度量 化 , 且 除 至 多 可 数 个 例外 , X; 是 平凡 拓扑 空间 (用 定 
理 2.4.7). 

259. 设 是 可 分 度量 空间 , 则 久 可 拓扑 嵌入 某 个 紧 度 量 空间 Y (参见 推论 4. 1. 20). 分 别 
以 d,di 记 X 与 Y 中 的 度量 ,而 以 下 : 匀 一 了 记 拓 扑 幅 入 ,定义 p(xz,y) 二 di(Fz,Fy)(zx,yE€ 
X), 则 Pp 是 XX 上 的 拓扑 等 价 于 a 的 度量 . 因 下 : (X,p) 一 (FX,di) 是 一 等 距 同 构 ，(CFX ,di) 
是 全 有 界 的 , 故 (X,p) 亦 必 是 全 有 界 的 . | 

260. 已 知 和 C Ns (命题 4.2.4(ii)), 只 要 证 上 Nis. 任 给 A 的 开 邻 域 W. 因 红 有 由 
闭 集 构 成 的 基 , 故 由 4.2 节 式 (6) 有 A= 站 {UVU:U=D0DE 人) CW. 然后 用 XXXX 的 紧 性 及 
题 125, 得 出 有 限 子 族 多 C2U, 使 得 BA NN 名 CW,BE 以. 

261. 8 = gly 守 gfh~ 1xh=h. 

262. 设 fi: Xi 二 Y;,gi 是 f 的 同 伦 逆 ,i 二 1,2, 则 fi X fo: XX XY XYogiX 
gz 是 其 同 伦 道 . 

263. 用 题 262 ,注意 了 全 {0}. 

264. 令 p9 二 gfh, 验证 gf 二 1x,f9 二 1y. 

265. 若 r :X 一 4 是 一 个 收缩 , FE C(4,Y), 则 下。r €E C(X,Y),Fr|A = F. 反之 , 若 
14 € C(C4,4) 有 扩张 >E CC(X,A), 则 7r 就 是 一 个 收缩 . 

266. 设 ~ :和 一 4 是 一 个 收缩 , 则 4 = {xz :rlz) 二 xz) 是 闭 集 ( 用 题 112). 
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267. 用 定理 3. 2. 4(iii) 与 定理 3. 3. 3(iv). 

268. 取 HG,zx) 一 tlzl- 十 (1 一 人 zz 则 媚 ECCO XXX),X 一 RN(0) (0,z) = 
Zi 到 (lz) ES 1,|z| = 1 HG,z)= Zz. 

269. 取 H(i,z) 一 (cosbgsin(1 — it)9,sinGsin(l 一 四 prcos(] —1)9),t € J ,r= (cosbsing, 
sinbsing,cosp) € SI\{(0,0, — 1)} AX, 则 H EC XXX) ,Toz) = xr,H(,z) = (0, 
0,1),p = 0H(,7z) = (0,0,1). 

270. 若 f: 针 二 {zo),g 是 了 的 同 伦 逆 , 则 1x 二 gf 三 const. 反之 , 若 1x 之 hh,h(r) 二 xz。 
EX, 则 hh :XX 二 {xo). 

271. jx 全 0 一 太一 flx 二 0,g = 1xg 守 0. 

272. 设 fg ECCOY,X) hh: XX {ri:t (ro) CX, 则 f= 1xf ihf=ihg~ 1xg = 
g. 反之 , 取 h(z) 二 zo € XX, 则 从 太一 1x 推出 六 :和 一 (za 

273. 设 zo,zi EX, 定 义 fi(z) 二 zi(x EX,i==0,1). 取 归 :fo 二 1 (用 题 272), 则 g(t) 
= H(i,z0) E C(I,KX), PC = zili = 0,1). 

274. 设 玉 : 1x 二 c,clz) 三 xo € XX (用 题 270), 则 二 是 从 XX 到 z, 的 形变 收缩 . 

275. 设 已 是 从 和 到 点 zoE A 的 形变 收缩 ,r : XX 一 4 是 一 个 收缩 , 则 rH|(J x 4) 是 从 
4 到 zo 的 形变 收缩 . 

276. 若 H: ff 之 cc(x) 三 To Etz) = HO tT,r) ET XS), 则 feE 
C(B"t1, 针 ),f(0) = zo. 反之 , 设 FE CCB"+LX)， 令 局 (tz) = f(z), 则 H EC Xx 5"， 
X),H:c~fIS",c(r) = £00). 

277. 令 FO,zx) = (fr) + tig ,HG rx) = FG,r)/IF(G,7)|. 车 F(t,r) = 0, 
则 01 一 上 Df(z) = 一 tg (xz), 两边 取 Euclid 范 数 得 1 一 1 二, 即 1 二 1/2, 因而 f(x) 二 一 g(x)， 
与 假设 矛盾 . 因此 F(t,x) 关 0,H EC(J XXX,S). 显然 H: /二 g. 

278. 可 取 如 下 的 同 伦 : 


Zo, 有 委 25 委 1 一 尹 
Te 1 一 上 委 25 委 2 一 心 
TI， 2 一 上 和 25 委 2)， 
279. 取 HG,s) = oa(( 一 (ms)+itp6)), 则 HH:a~ae yp HG,0) = a(l),HG,1) 
= a(0). 
280. 只 要 证 ax6~7xB. 令 p(t) 二 晶 Q,t), 只 要 证 ax6~p( 同 理 将 有 7YxB ~ p). 所 
需 的 定 端 同 伦 如 下 : 
H(si,s(2 — 1)), 0s 1/2, 
G(t,s) = | 
五 (25 一 1 十 5 一 3)5 十 1 一 门 ，1/2 委 了 委 1. 
281. 设 Pp,7 是 X 中 从 zo 到 的 路 , 则 [pj[7] € ma(Xzo),[Lo][ 门 E zi(X,z1). ps 一 
7s SY [La] € mC(X,zo), 有 [7j[pj[ajLpj[7] = [ajSm(X,zo) 是 Abel 群 . 
282. 包含 映射 了: S! 一 R? 是 单 射 ,但 f，: zc(S1,1) 一 x.(R?,1) 二 0 不 是 单 同 态 . 其 次 ， 
f:R->S!,z 一 e” 是 满 射 ,但 f, :0 二 m(R,0) 一 Xx.(S!,1) 不 是 满 同 态 . 
283. 注意 7.i，: m(4,zo) 一 mm(4,zo) 是 单位 映射 . 
284. 注意 f 二 一 1s+, 用 题 277 的 证 法 . 
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285. 了 一 ls,， 同上 题 . 

286. :58 X 9 一 5 (zy) 一 (zl1) 是 一 个 收缩 . 因 mm (3 兰 Z 与 mi) 兰 到 不 同 
构 , 故 $: 不 是 T? 的 形变 收缩 核 . 

287. FE CCS1,X) 可 扩张 为 FE C(B2,X) 兮 一 0 (用 题 276). f E CCS1,X) 司 f = 
a° pa €E Q(X,To),p: 5S!— J/{0,1) 是 一 间 胚 . 

288. 用 题 277 或 直接 证 明 . 

289. 用 题 288 或 直接 证 明 . 

290. 用 题 288 或 直接 证 明 . 

291. 用 题 288 与 289. 

292. 设 了 与 g 无 不 动 点 , 则 deg f = deg g 一 一 1( 用 题 289)， 于 是 deg(g 门 一 1 天 
(一 1D2+1， 因 而 g& 上 有 不 动 点 (用 题 289). 

293. 取 & 一 了 用 题 292. 

294. 否则 , F(z) = 二 (2 一 fr) 一 克 ( 一 zZ) 天 0(Gz) €E J XS5"), 因而 fH= F/IF| 
EC(J X 5,5"),H(0,z) = f(z),H(I,z) Ag(z) 为 奇 函数 ,推出 deg f = deg g 一 奇数 ! 

295. 否则 了 一 0 ,deg /= 0 一 偶数 . 于 是 由 题 294 有 xoE€ S", 使 得 f( 一 zo) = f(zo), 

296. 否则 , g 人 JI EC(GS" ,SEE 亦 为 奇 函 数 , 因 而 deg g 关 0. 另 一 方面 , f(S") 含 于 
某 个 4 维 子 空间 局 g(5") 关 5" 二 g 二 0( 用 例 5.1.3(Gv)) 二 degg==0! 

297. 设 ECCA,4),r :XX 一 4 是 一 个 收缩 , 则 f。r 有 不 动 点 ze E X,zo 必 为 了 的 不 动 
点 . 

298. 令 f(z) 二 (d(x,41),…,d(z,Am-1)). 若 普 委 2 十 1 则 /EC(GS ,R")， 于 是 有 zo 
E€ 5S", 使 f(zo) = f( 一 zo) (用 推论 5. 3. 5(iii)). 若 对 某 个 ;二 有 zeocE4,， 则 一 zoE4， 
这 得 出 dzo4) = 0 过 d( 一 zo0,4); 若 zoE€ hy 则 一 zxo€ hi,i 之 md( 一 zx0,4,) 二 0 过 
d(xo,A;). 以 上 两 种 情况 都 与 f(zo) = f( 一 zo) 相 了 矛盾 . 

299. 令 Bi 二 A; 门 S71, 则 B1,B,,…,B, 是 履 盖 S"! 的 闭 集 ,由 题 298 必 有 某 个 Bi(l 委 
1 魏 2) 满足 Bi 门 (一 Bi) 关 信 . 

300. 由 题 298 有 某 个 A; 满足 A; 们 (一 4,) 关 人 3. 取 定 xo€ hi 们 (一 4), 令 f(z) = 
d(z,zxo), 对 ECCA,) 应 用 介 值 定理 . 


名 词 索 引 


名 词 按 汉语 拼音 字母 (外 文 名 词 按 原文 字母 ) 顺 序 排列 ,名 词 后 的 数字 指出 
该 名 词 首次 出 现 的 页 码 ; 当 标 出 几 个 页 数 时 ,表示 该 名 词 在 几 个 不 同 的 意义 上 使 


用 . 


Abel 群 

Baire 定理 

Baire 空间 
Arzela-Ascoli 定理 
半 序 


Borsuk 定理 
Borsuk-Ulam 定理 
Brouwer 度 

Brouwer 不 动 点 定理 


Brouwer-Poincaré 定理 


Cauchy 网 
Cauchy 序列 
Cauchy 条 件 


Cauchy 收敛 原理 


超 滤 子 
稠 集 

单 射 
单 同 态 
单位 映射 
单位 分 解 
导 集 

等 度 连续 
等 价 关系 
第 一 纲 集 
第 二 纲 集 
第 一 可 数 空 间 
第 二 可 数 空间 
点 开拓 扑 
点 态 收 敛 
定 端 同 伦 
度量 
度量 化 定理 
度量 收敛 
度量 拓扑 
度量 性 质 
对 称 差 


138,160 
137 
137,160 
137 
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对 角 线 7 紧 空 间 102 
对 角 线 上 映射 55 紧 一 致 收敛 167 
E~H 局 部 紧 空 间 112 
二 元 关系 7 局 部 连通 空间 126 
二 元 运算 17 ”局 部 路 连通 空间 126 
Euclid 度量 43 距离 公理 42 
Euclid 拓扑 43 聚 点 37 
赋值 映射 60,91 聚 点 紧 空 间 109 
格 运算 49 K~L 
关系 6 ” 开 集 29 
函数 分 离 90 开 集 公理 29 
Hausdorff 空间 85 开 了 映射 49 
环 面 62 ”可 度量 化 拓扑 148 
I~J 可 乘 性 69 
奇 映射 199 可 分 空间 73 
积 集 4,54 可 数 集 8 
积 群 21 可 数 补 拓扑 41 
积 拓扑 56 可 数 紧 空间 108 
积 空 间 56 可 数 可 乘 性 69 
积 映射 55 可 缩 空 间 78 
积 一 致 结构 156 Klein 瓶 63 
基 开 集 31 LCH 112 
基 邻 域 33 Lebesgue 覆盖 引 理 143 
基本 伪 度 量 族 156 离散 度量 43 
基数 8 离散 拓扑 30 
基本 群 182 连通 集 119 
极 大 元 14 连通 支 126 
极 大 原理 15 连通 空间 119 
集 套 13 ”连续 映射 45 
集 值 映 射 7 连续 函数 45 
降 列 2 ”连续 统 基数 8 
截断 函数 98 良 序 15 
介 值 定理 120 邻 域 33 
紧 集 102 邻 域 系 33 
紧 开 拓扑 174 邻 域 基 33 


M~R 
满 射 
满 同 态 
Mayer-Vietoris 序列 
知 集 
Moore-Smith 收敛 
内 点 
内 部 
偏 序 
平凡 群 
平凡 拓扑 
奇 点 
奇异 单 形 
奇异 链 群 
奇异 同调 群 
恰当 序列 
奶 人 定理 
强 包含 
强 形变 收缩 
全 序 
全 有 界 集 
全 正则 空间 


S~T 


名 词 索引 


33 
90 
76 
124 
180 
124 
126 


12 
140,162 
91 


商 群 

商 拓扑 
商 空间 
商 映射 
上 链 群 
上 同调 群 
上 边界 
升 列 


生成 伪 度 量 族 


剩余 集 


双 射 

T: 空间 
T, 空间 
Ts 空间 
T, 空间 
Tietz 定理 
拓扑 
拓扑 等 价 
拓扑 基 
拓扑 子 基 
世相 全 出 
拓扑 不 变量 
拓扑 骨 人 
拓扑 性 质 
拓扑 映射 
特征 函数 
同 构 

同 伦 

同 伦 等 价 
同 伦 不 变量 
同 胚 
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投影 平面 

Tychonoff 定理 
U~X 

Urysohn 定理 

完备 空间 

完全 不 连通 空间 

万 有 空间 

网 

伪 度 量 

纤毛 球 问题 

相对 闭 集 

相对 紧 集 

相对 开 集 

相对 拓扑 

相对 一 致 结构 

形变 收缩 

形变 收缩 核 

序列 紧 空 间 

序 结构 

选择 公理 


一 点 紧 化 


基础 拓扑 学 
20 ”一致 等 价 
20 一致 结构 
21 一 致 连续 
189 一 致 拓扑 
30,43 一 致 拓扑 性 质 
7,55 ”一 致 同 构 
64 ”一 元 运算 
105 遗传 性 
映射 度 
97 有 界 集 
137,160 “有限 补 拓扑 
128 有 限 生 成 群 
94 “有 限 相 交 族 
34 ”有 向 集 
156 诱导 同 态 
199 余 零 集 
52 ”正规 空间 
102 正规 子 群 
52 正 合 序 列 
52 ”正则 空间 
156 ” 支 集 
178 子 基 开 集 
178 ” 子 基 邻 域 
108 ” 子 群 
12 子 网 
15 子 滤 基 
自由 群 
117 自由 Abel 群 


134,157 
151 
134,154 
153 
134,155 
134,154 
17 

69 

197 

42 

41 

23 

10 

13 
21,183 
90 

95 

20 

27 


[1] 
[2] 
[3] 


[4] 


[5] 
[6] 
[7] 


[8] 

[9] 

[10] 
[11] 
[12] 
[13] 
[14] 
[15] 
[16] 
[17] 


参考 书目 


关 後 直 . 拓扑 空间 概论 LMJ. 北京 ;科学 出 版 社 ,1958. 
Dugundji J. Topology. Boston: Allyn &. Bacon,Inc. ,1966. 
Eisenberg M. Topology. New York.: Holt, Rinehart & Winston, Inc., 
1974. 
Kelly J L. General Topology. Springer, 1975. 中 译本 :一 般 拓扑 学 . 吴 从 
煌 , 匡 让 泉 译 . 北京 :科学 出 版 社 ,1982. 
Engelking R. General Topology. Warszawa: Polish Sci. Publ. ,1977. 
江 泽 涵 . 拓扑 学 引 论 CMJ. 上 海 : 上 海 科 学 技术 出 版 社 ,1978，- 
Armstrong M A. Basic Topology. Berkshire :McGraw-Hill ,1979. 中 译本 : 
基础 拓扑 学 . 孙 以 丰 译 . 北京 :北京 大 学 出 版 社 ,1983. 
能 金城 . 点 集 拓扑 讲义 [Mj. 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1981. 
李 孝 传 , 陈 玉 清 . 一 般 拓 扑 学 导 引 [M]J. 北京 :人 民 教 育 出 版 社 ,1982. 
方 嘉 琳 . 点 集 拓 扑 学 [Mj. 沈阳 :辽宁 人 民 出 版 社 ,1983. 
儿 玉 之 宏 . 拓扑 空间 论 [MJ. 方 嘉 琳 译 . 北京 ;科学 出 版 社 ,1984. 
李 元 喜 , 张 国 樟 . 拓扑 学 [Mj. 上海: 上海 科学 技术 出 版 社 ,1986. 
陈 吉 象 . 代数 拓扑 基础 讲义 LMJ. 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1987. 
高 国土 . 拓扑 空间 论 LMj. 北京 :科学 出 版 社 ,2000. 
汪 林 等 . 拓扑 空间 中 的 反例 LM]. 北京 :科学 出 版 社 ,2000. 
尤 承 业 . 基础 拓扑 学 讲义 LM]. 北京 :北京 大 学 出 版 社 ,2003. 
胡适 耕 , 张 显 文 . 抽象 空间 引 论 LM]. 北京 :科学 出 版 社 ,2005. 


[General | nfornati on] 


S91] 导 1888641 
DI = 


